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Vorwort. 



JJie WahrecheiBlidikeitsrechBOBg umfafst ein sehr ausgebreitetes und wich'* 
lifes Gebiet und bat es mit der Anwendaag der Geselae, weiebe die Hatbe-^ 
matib entwickelt, auf einaelne Zweige des mensoUieben Wissens an tbaa. 6)e 
gehört daber eigentUch in das Gebiet der angewandten Matbemätik, nad ibre 
Aafgabe wird mn so besser gelöset und ibr Umfang erwatert werden könn^ 
je mebr Mittel die IfetheaMtä auffindet und der Anwendung lur Verfügung steHt. 
Die ersten Anfänge dieser Wissensdiaft reicben bis auf Paseai und 
Fermat ^uräck, welcbe sich mit der Lösung eindner, ilir ungehöriger Probleme 
($• 24, & 107) bescbfiffigten und sie, wie dies bei dem «rsteii Hervortreten 
solober Fragen gewöbnlicb ist, in sehr specieller Form aufstellten. Verschie- 
dene MathettraÜker wendeten spAter diesem eben so wichtigen als ansiehen««* 
den Zweige der Mathematik ibre Airfmerksamfceit au und es erwuchs faieraas 
eine besondere WisaensobalL So Hujfgh^nB in seiner Abhandlung ^De ratio«* 
dniis in tado aleae'* und Jae. Bermouiti^ der in seiner Schrift ,,Ars con«* 
jeotandi '' die Grundidge dieser Aootrin festst^e. Hieran reibeten sich nun die 
Arbeiten der Bermmlli, und dann die Schriften Ten Momtmart ^Easai snr les 
jeax de haaard'' und T<milfotpra ,,Doctrine of Chances'*; femer die Abband«- 
Inngen von Btä^r, Lß^rüngm u. A. Aber diesen Gegenstand. In der neuem 
2eit wurde die Ltteratnr dieses Zweiges der Matbemalik durch die ansfilbr«*- 
Jicharen Werke von Condorcet ,,Es8tt snr rapfdioaliiNi de Tanalyse a la pro- 
babilile des detisioas rendues a la praßte des voix '\ von Lapiace ^Th^rie 
anatytiqpie des probabilites '' und von PoUsan ,,Reohercbes sur la probabilite 
des jugements en mutiere criminelle et en matiere.oivile" bereichert: so dafs 
dieselbe nun eine frAher nicht gekannte Bedeutung gewann. 



IV 

Zufolge der Titel der genannten Wei^e beschAftigen sich dieselben 
scheinbar mit ganz verschiedenen Dingen. Die Aufgabe, welche die Wahrschein- 
lichkeitsrechnung zu lösen hat, ist nicht wie bei andern Theilen der Mathematik 
aus einem obersten Grundsatze organisch zu erzeugen und abzuleiten, sondern sie 
nimmt ihren Inhalt, wie alle mit der Anwendfing sich beschäftigenden Doctri- 
neu, aus dem Gesammtgebiete des menschlichen Wissens zusammen; überall 
wo sie tauglichen Stoff zur Bildung und Anwendung findet. Der von ihr zu 
verarbdleade Stoff steht durchaus nicht im Zusanuiieahange; sie hat ihn sogar 
nicht in ZuaaniBienhaiig zu bringen, sondern nur neben einander za steHen 
und dasn bei dem Eingehen in das Einzelne nadi einer bestimmten Richtong hin 
systematisch ihn an ordnen. Sogar die allgemeinen Grundsätze^ welche sie als 
maaisgebend aufstefit, fliefsen nicht einmal ans einem obersten Prindp and sind 
nicht dem von är zu verfolgenden Zwecke entnommen. Das Gebdude, wel- 
ches sie auffahrt, ist nicht aus einerlei Stoff, sondern nur aus der Gleichför- 
migkeit der Behandlungsweise »wachsen. 

Die Wahrseheinsichkeitsrechnung beschäftigt sieh nach ihrem gegenwftr- 
tigen Stande mit Folgendem: Mit Darstellung der aUgemeineii Grundaitze, 
welche bei der Behandung ihrer einzelnen Zweige gehen f mit Beatfnmung der 
WahrscheiBlichkeiten des einmaligen oder wiederholten Eaitreffens von Er- 
eignissen, wenn die diisselhe bedingenden Ui^achen bekannt sind; mit Ermitt- 
lung des Werths von Gitem, welche von dem mögfiehen EintreffM künftiger 
Ereignisse iaUhangen und des Werths der Erwartung oder der ob - «m1 subjecti- 
ven Ho&ung; mnt Betrachtung der Zufälligkeiten bei den Sfiielen and Lotterieen; 
mit Berechnung der Lotterie -«Anlehen; mit Bestimmang der Vevbftltnisse dw 
Sterblichkeit imd der tnensoUicken Lebensdauer, far einzelne Personen^ se wie Ittr 
das Zoflammenieben meiireror Personen and der darauf skh grAndenden Werthba^ 
Stimmung mancher Art^en Gfltern, wie Leibrenten, Lebensveriicherangen u« s. w., 
so wie mit den darauf gegrAndeten Yersicherungs- und Reatengesellschafte«, 
Tontinen, Annuitäten, Wittwen- und Waisen- Pensions ^ und Versorgung»» 
Anstdten u. s. w.; mit Ermfttlung der Glaubwürdigkeit der Zeugen -Aussagett, 
der Zuverlässigkeit der Urtheile in politischer und juridischer Beziehung, die von 



einem Vereine mekrerer Personen geffilft wwden ; mit BestimmuDg der Wahr- 
scheinlichkdt «us Beobacbtangen, Ersdiliefrang der Ursadraii ans den durch 
dieselben hervorg^rachten Erscheinungen nnd des Übergangs von ihnen anf 
das Eintreffen kfinftiger Ereignisse; mit Ermittinng der Gröfse und Bedeutung 
der FeUer l>ei Beobachtungen und der hiernach nöthlgen Verbesserungen u. s. w. 

Laplace hat die WahrscheinHchkeitsrednnnjg in seinem oben angefahr- 
ten Werke in 11 Abschnitten am vottstSndigsten behandelt Indessen sind 
einzelne Zweige derselben »emlidi wenig bedachL Z. B. das 8te Capitel. An- 
deres, wie die Spiele, Lotterieen, Lotterie -Anlehen, sind flbergangen; wieder 
Anderes verdankt seine Berflcksichtigung nur Zufälligkeiten; wie die un 3ten 
Capitel behanddte Aufgabe (Des lois de la probabilite, qui resultent de k mul- 
tiplication indöfinie des ^y^nements), die eigentlich dem iweiten Capitd an- 
gehört Die weiter oben genannten Werice enthalten die .Bearbdtung einzel- 
ner Zweige der Wahrsdieinlichkeitsrechnung. 

Die vorliegenden Untersuchungen beschifkigen sich mit der Feststdlung 
der allgemeinen GnmdsAtie der Wahrscheinfichkeitsrechnung (Iter Abschnitt 
§, 1—3.); mit Bestimmung der Wahrscheinlichkeitra bei Ereignissen^ deren 
Ursachen bekannt sind (2ter und 3ter Absdmitt §. 4-— 34.); und awar im 
2ten Abschnitte (§. 4 — 24.) , wenn das Emtreffen das fragiidien Ereignisses 
als ein einfeches zu betrachten ist, oder wenn es nur einmal eintritt; im 3ten 
Abschnitte' (§• 25^34.), wenn dasselbe wiederholt, oder in einer bestimmten 
Reihenfolge eintreffen soll; und endlich im 4ten Abschnitte ($.35—48.) mit Be«* 
Stimmung dee Werths der Erwartimg oder der ob- und subjectiven Hoffnung. 

Man sieht , dafs dies der kleuiere TheU der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist Der Obrige Theil soll nachfolgen , sobald mir HuIm lu der weitem Bemrbei- 
tung wird. 

Über den Inhalt der einzelnen Abschnitte ist Folgendes za bemerken. 

Die Aubtellung der allgemeinen Omndsfttze der Wahrsdieinlichkeits* 
rechnung ($*l-^80 weicht von derjenigen ab, die in den hieher gehörigen 
Schriften, namentlich von Lapimee, gegeben wird. Es sind darunter nach mei- 
nem Dalftrfaalten nur die|enigen Satze «ufkunehmra, die nch als allgemein 



VI 

characterisiren, dagegen alle die anszuschliefMii^ welclie nur fir die einuiMD 
Tbefle dieser Wiaateaohafk als maafagebend sieh geltead maches. Die firOnde, 
welobe diese Ansicht rechtfertigen sollen, sind mit Rficksichtaiahne aof die von 
Lapimoe aufgestellten allgemeinen Grundsitse in §.3! entwidtelt; worauf ich 
also verweise. Auf das Werk von Poiswn , welches theils die von Laplmct 
an^estettten GrundsStse amumml, theils andere hinrnftgt, denen gleichftills jene 
Eigenschaft abgebt, besonders surOeksukomaien, schien deshalb nicht nfithig. 

Der zweite und dritte AbechmU umfafst ein siemlich weites Fdd, 
weiches sich mit dem Fortschreiten der Wissenschaft noch mehr erweitern wird. 
Es sind nicht nur diejenigen Probleme au^enommen, weiche von Ptmeml, 
Joe. und Nk. BemoutÜ^ Emier, Loffran^, Trembley u. A. aufgestellt 
und behandelt wurden, die auch Laptace in sein Werk (2tes und 3te8Ca{»0 
aufnahm und denen er noch andere hinzafflgte, sondern ihre Zahl ist aadi 
noch durch neue vermehrt; wie sich aus einer einfachen Vergleichung der 
beigefülgten geschichtlichen Notiaen ergiebt. Dabei sind die meisten frfher schon 
aufgestellten Probleme auf einea allgemeineren Standpuct surflidigefülhrt und 
von ihm aus beantwortet worden. Zahlen werden am mnfiichsten diese B^aup» 
tng rechtfertigen. Es ist der Inhalt der $§. 4, 8, 11, 13—18, 30, 32 --24, 
89, 90 und 33 mit dem Werke von Laplaee su vergleichen; ferner ist der 
Inhalt der ff. 4, 6, 7, 9, 10, 11 und gröfstentheils derer 15 — 18, 19, 21, 
25 — 28, 31, 82 und 84 nachsusehen; wo nidit blofs einzelne, sondern eine 
Reihe von Problemen behandelt sind, die bei Ltiplace nicht vorkommen. 

Ein Ähnliches Verhiltnils ergiebt sich aus der Vergleichung des vierten 
Abschnitts mit dem X. Cap. des Laplace^ickeik Werkes, wo dieser Gegen* 
stand siemlich karg bedacht isL 

Bei der Entwicklung der Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnwg war 
es dn Hauptsweck, sie so viel nnr möglich auf ganz elementarem Wege zu 
geben. Hiedarch dfirfte jeder Wissenschaft am meisten gedient sein; denn so 
wird verfattet, dafs sich die Methodik zn sehr eiM>e und an die Stalte 4er 
WissenschaftUchkeit setze. Die Melkaäe kann immer nnr formelle Dienste 
leisten und nur in so weit Berflcksichtigung verdienen*, als sie am sofanellaten 



mn 



^iW^^^ ■•■•Va^^^'^toM«^ 



-"■ mi mmtn^^'^^'^^m' 



vn 

fordert. Namentlich iifst die WahmeheinlichkeitsreclinaDg sich nicht am einer 
bestimmten Methode oder Form entwickeln« Es widerspricht dies ihrer Natar. 
Man hat indessen bei ihr dieses Mittel angewendet. ljugrfmg€ ond TrwMeg 
haben mehrere der im 2ten und 3ten Abschnitte entwickelten SAtxe dnrch die 
Methode der zorilcklanfenden Reihen gelöset; Laplace hat sie anf die von ihm 
benannte ^Ponctions g^neratrices'* und beinahe mit gSnzIicher Umgehung der 
Combinationslehre, gewife nicht cum Frommen dieses Theils der Wahrsdiein» 
lichkeitsrechnnng, MrfickgefBhrt; denn dadurch, dafs man die Begrflndmig ihrer 
SMse in die weniger betretenen Pfisde des hohem Calculs verwies und diesem 
wie mit einem Zauberstabe neue Gesetae mtlockte, entrOckte man sie ihrer 
natttrlicben Bildsamkeit und entzog die in den 3ten und Sten Al»schnitt geh6* 
rigen Probleme ihrem natttrlicben und heimischen Boden, der Combinations'* 
lehre. Schon EwUr hat die von ihm gelAseten Probleme auf die Combina- 
tionen snrflckgebracht, und Tremhley hat Dasselbe bei einigen andern ($i 33. 
und 34.) in Comment. Soc. reg. sdent. Gotting. ad ann. 1798 et 1794 gethan. 

Der 2te und 3te Abschnitt macht es sich zur Haupt -Aufgabe, diese 
Ansicht durchzufahren und zu zeigen, dafs man mit Unrecht die Combinations- 
lehre von diesem Felde ausschlofs; denn man wird, wenn man anders nicht 
mit vorgefafster Meinung die hier vorgetragenen Untersuchungen betrachtet, aus 
einer Yergleichung des hier Gegebenen mit dem frflher Gewonnenen die Über- 
zeugung entnehmen, dafs die Combinationslehre nicht nur allgemeinere Methoden 
und Entwicklungen an die Hand giebt, als die bisher eingeschlagenen Verfahren, 
sondern dafs sie Aberbaupt eine gröfsere Anzahl von Problemen lösen lehrt; 
wegen ihrer ungemeinen Bildsamkeit und reichhaltigen Anwendungsfihigkeit 

Aus diesem Grunde ist auch noch auf den weitem Zweck des Vor- 
liegenden aufmerksam zu machen. Er besteht darin, durch die im 2ten und 
3ten Abschnitt angestl&llten Untersuchungen zugleich der ComhinationsMre zu 
dienen. Jedes hiehergehörige Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung löset 
auch ein Problem der Combinationslehre auf; denn beide Disciplinen stehen in 
Wechselwirkung. Dies wurde entweder bei der Aufstellung der mnzelnen Auf« 
gaben schon zum Voraus angekündigt, oder, wo es nicht der Fall war, wurde 
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gehörigen Orte l^emerkt, weloheä' Problefli der Cbmbioatioaslehre zur Frage 
komme, uad vre ihm seise SteUe ansuweisea sei . Man kahii daher den 2teB 
and 3ten Abachnilt augleich als eine Erw^ternng der Combiaatktttdehre be- 
trachten; wie es die gefundenen Satze nachweisen. 

Der vierte Abechmlt handelt ven der Ermittlung des Werthe der 
Eirwartim§ oder der 06- nnd euhjectioen Hoghung, von Laplmce ^Esperance 
morde"" genannt. Zuerst sind Begriff und Bedentang eines zu erwartenden 
Gutes und die teraos sich ergebenden mathematisiAen Beathnmungen festgestellt; 
dann ist der Einflnis angegeben, welcben die Ordnung axif die einselneB Theit- 
nehmer bei bestimmten Wahrscheinlichkeiten iufsert; hierauf das Verhfiltnifs der 
Einlage zu dem zu erwartende Gewinn, u. & w. Endlich sind, nach dem Vor- 
gänge Ton Da». Bernonlti, die Gesetze der attbjectiyen Hoffnwig entwicht. 

Schliefslich ist zu bemerken, dafs diese Arbeit sdion im Jahre 1842 
niedergeschrieben war. 

Freibarg i. B. im Februar 1848. 



L. Oettinger. 
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Erster Abschnitt. 
S. 1. Begriff der Wahrscheinlichkeit. 

$.2. Allgemeine Grandsatze der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
$.3. Critik derselben. 

Zweiter Abschnitt. 

$. 4. In einer Urne sind verschiedene Kugel-Arten. Es wird s mal gezogen und bei jeder 
Ziehung eine Kugel herausgenommen und nach derselben in die Urne zurückgelegt: 
a) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den p^ ersten Ziehungen nur Kun- 
geln von der ersten, in den p^^ zweiten Ziehungen nur Kugeln von der zweiten 
Art u. 8. w. erscheinen werden? 
6) Wie grofs ist sie, wenn die Ordnung aufgehoben wird , in welcher die Gruppen 
der verschiedenen Kugel-Arten nach einander erscheinen sollen? 

Lösung der beiden vorstehenden Probleme, wenn die gezogenen Kugeln nicht in 
die Urne zurückgelegt werden. 

Beweis des Satzes: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem meh- 
rere Fälle in bestimmter Ordnung aufeinander folgen, bleibt unverändert, wenn auch 
die Ordnung, in welcher sich diese Fälle aneinander anschliefsen sollen, geändert, 
oder wenn eine bestimmte Reihenfolge in diesen Fällen durch eine andere beliebige, 
bestimmte Reihenfolge vertreten wird. 

$. 5. In einer Urne sind r Kugel- Arten, m^ von der ersten, m^ von der zweiten u. s. w., 
nir von der rten Art. Man nimmt die Kugeln einzeln heraus, ohne sie in die Urne 
zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs p^ Kugeln erster, p^ zweiter 
Art U.S.W, erscheinen werden: 

ä) Wenn die p^-^-p^-^-.... pr Kugeln einzeln, 

A) Wenn sie auf einmal herausgenommen werden? 

In einer Urne sind r Kugel-Arten, m^ Kugeln erster, m, Kugeln zweiter Art u. s. w. 
Man nimmt Pi'{'Pt'\' pr Kugeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln zurück- 
zulegen und bringt sie in eine Abtheilung; dann nimmt man 7^-}-qf.-f .... »r Kugeln 
heraus und bringt sie in eine zweite u. s. w. Wie grofs ist die Wahrschemlichkeit, 
dafs in der ersten Abtheilung p^ Kugeln erster, p^ zweiter u. s. w., pr rter; in der 
zweiten Abtheiiung q^ Kugeln erster, </, zweiter u. s. w., qr rter Art u. s. w. er- 
scheinen werden: 

ä) Wenn die Kugeln einzeln, 

ft) Wenn sie auf einmal herausgenommen werden? 

Beweis des Satzes: Es ist hinsichtlich des Erfolges einerlei, ob unter den ge- 
nannten Bedingungen die Kugeln einzeln oder in Masse aus der Urne genommen 
und in die Abteilungen gebracht werden. * 



$.6. Beweis des Satzes: Werden aus einer Urne, welche beliebig viele Kugel- Arien 
enthält, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben p^, p^t Pr Kugeln heraus- 
genommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschiedene Abtheilungen ge- 
bracht, und wird dann verlangt, dafs in einer oder mehreren Abtheflungen Kugeln 
von einer bestimmten Art, oder von bestimmten Verhältnissen aus verschiedenen Arten 
enthalten sein sollen, so ist die Ordnung, nach welcher die Kugeln in die verschie- 
denen Abtheilungen gebraclit werden, oder die Ordnung unter den verschiedenen 
Abtheilungen, gleichgültig, und es kann Jemand, der p^ Kugeln von beliebiger Mi- 
schung aus einer Abtheilung zu entnehmen wünscht, dazu jede beliebige Abtheilung 
wählen, wenn sie nur die gehörige Zahl von Kugeln enthält. 

Bestimmung der sich daran knöpfenden Wahrscheinlichkeiten für specielle Fälle. 

$. 7. Beweis des Satzes, dafs die im vorigen Paragraph gefundenen Gesetze gelten , wenn 
die Kugeln einzeln oder in. Masse aas der Urne genommen und in Abtheilungen 
gebracht werden. 

$. H. In einer Urne sind m weifse und n schwarze Kugeln enthalten. Es wird p mal ge- 
zogen und eine Kugel herausgenommen. So oft eine schwarze Kugel erscheint, wird 
sie zurückgelegt; so oft eine weifse erscheint, wird sie durch eine schwarze ersetzt. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs nach p Ziehungen r weifse Kugeln er- 
schienen, also Qoch m — r weifse Kugeln in der Urne zurückgeblieben sind? 

§. 9. Die Bedingungen sind wie in ($. 8). So oft eine weifse oder eine schwarze Kugel 
erscheint, wird sie zurück und eiiie schwarze mit ihr in die Urne gelegt. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in /? Ziehungen r weifse Kugeln erscheinen werden? 

$.10. In einer Urne sind n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... » bezeichnete Kugebi ent- 
halten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus. 

fi) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel gerade in der- 
jenigen Ziehung erscheinen wird , welche durch die ihr aufgeschriebene Zahl 
angezeigt ist? 

A) Wie grofs ist sie, dafs gerade r Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen 
in p Ziehungen zusammentreffen werden? 

e*) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugeln mit ihnen zu- 
sammentreffen, wenn entweder nur p oder alle Kugeln gezogen werden? 

(t) Wie grofs ist sie, dafs wenigstens r und höchstens s Kugeln mit den aufge- 
schriebenen Zahlen zusammentreffen werden? 

$.11. In einer Urne sind m Arten von Kugeln enthalten, jede von gleichvielen Ku- 
geln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnet sind. Es werden p Kugeln 
herausgenommen; dann sind die im vorigen Paragraph unter (a) bis C^} gestellten 
Fragen zu beantworten. 

Berichtigung der Angaben von Laplace und Euler bei der Behandlung der Pro- 
bleme dieses und des vorhergehenden Paragraphs, und Auflösung dreier Probleme 
über Stellen-Elemente in der Combinationslehre. 

$. 12. In einer Urne sind m, in einer andern n Kugeln enthalten. Aus jeder wird eine 
willkürliche Zahl von Kugeln gezogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit: 
ä) Dafs aus jeder Urne gerade p Kugeln, 
b) Oberhaupt gleichviele Kugeln werden gezogen werden? 

Von zwei Urnen enthält jede m, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m bezeichnete 
Kugeln. Man zieht gleichzeitig p Kugeln aus jeder Urne. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit : 
a) Dafs sie die gleichen Zahlen haben und 

6) Dafs überhaupt gleichviele und mit den nämlichen Zahlen bezeichnete Kugeln 
erscheinen werden? 
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In einer Urne befinden sich m Kageln. A nhnmt irgend eine Zahl von Kugeln 
heraus und B ruft gleichzeitig irgend eine Zahl, die kleiner als m-f 1 ist, aus. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide die gleiche Zahl treffen werden? 

S. 13. Im einer Urne sind m Kugeln. Man nimmt eine Zahl von Kugeln aufs Gerathe- 
wohl heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

u) Dafs die herabsgenommene KugeUAnzahl gereute und 
i) .Dafs sie ungerade sein werde? 

m schwarze und n weifse Kugeln sind in einer Urne. Man nimmt eine gerade 
Zahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
ä) Dafs von jeder Farbe gleichviele und 
6) Dafs von jeder gleichviele und gleichbezeichnete Kugeln erscheinen werden ? 

S. 14. In einer Urne befinden sich m, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m bezeichnete Kugeln. 
Es wird p mal und jedesmal eine Kugel gezogen, die nach der Ziehung wieder hinein- 
gelegt wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
a),Dafs die Summe der auf den gezogenen Kugeln stehenden Zahlen gerade .v 

beträgt? 
&) Dafs die Summen der den Kugeln aufgeschriebenen Zahlen entweder .v oder 

niedriger sind? 
e) Dafs sie zwischen q und s liegen, also wenigstens q und höchstens s betragen? 

§. 15. Die nämlichen Wahrscheinliöhkeiten sollen bestimmt werden, wenn in einer Urne 
r Kugel-Arten enthalten, den Kugeln erster Art die Zahlen k^ -f-l, Äi + 2, i», ; de- 
nen zweiler Art die Zahlen it, + l, &t4*2j wi, u. s. w. aufgeschrieben sind, 

und unter den gleichen Bedingungen gezogen wird. 

§, 16. Wenn in einer Urne Kugeln enthalten sind, auf welchen die Zahlen 1, 2, 3, 

2m — 1 stehen, und zwar so, dafs nur je eine von denen vorhanden ist, welche die 
Zahlen 1 und 2m — 1 , je zwei von denen, welche die Zahlen 2 und 2m — 2, je drei 
von denen, welche die Zahlen 3 und 2m — 3 haben u. s. w., von denen, welche 
die Zahl m tragen, aber m. 

S. 17. Und zwar so, dafs nor je eine von denen vorhanden ist, welche die Zahlen 1 

2.3 
und 2m— i haben, je drei = t^ von denen, welche die Zahlen 2 und 2m — 2, 

1 . ^ 

je sechs =s -j-^r von denen, welche die Zahlen 3 und 2m — 3 haben u. s. w., — j-^ — 

von denen mit der Zahl m. 

$. 18. Anwendung der in ($. 14 bis 17.) gefundenen Gesetze auf den Fall, wenir die 
Elementenzahl unendlich grofs ist; so wie auf Fehlergrenzen bei Beobachtungen, auf 
den Lauf der Planeten u. s. w« 

$. 19. Von r Urnen enthalt jede m Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, tn be- 
zeichnet sind. Aus jeder Urne wird gleichzeitig eine Kugel gezogen und nach der 
Ziehyng in die Urne zurückgelegt. Es wird p mal gezogen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, 

ä) Dafs k bestimmte Kugeln und 

6) Dafs h bestimmte Kugeln zugleich und darunter jede wenigstens einmal, 

c) Dafs gerade q verschieden bezeichnete Kugeln, 

d) Dafs wenigstens q verschieden bezeichnete, 

e) Dafs höchstens q verschieden bezeichnete erscheinen werden? ^ 

S. 20. In einer Urne sind m verschieden bezeichnete Kugeln enthalten. Man nimmt 
r Kugeln einzeln oder auf einmal heraus und legt sie zusammen nach der Ziehung 
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in die Urne zurück. Dies Verfahren wird p mal wiederholt. Wie grots ist die Wahr- 
scheinlichkeit, 

ä) Dafs die gezogenen Kugeki nur k bestimmt bezeichneten zngehören werden? 

6) Dafs von k bestimmten Kugeln wenigstens r verschiedene ein oder mehreremal, 
. e) Dafs k bestimmte Kugeln , jede wenigstens einmal, 

e/) Dafs gerade q verschiedene Kugeln, nicht mehr nicht weniger, 

e) Dafs wenigstens q verschiedene Kugeln erscheinen werden? 

§.21. In einer Urne befinden sich Tj verschiedene, aber das gleiche Zeichen habende 
Kugein, i\ verschiedene^ das gleiche, aber ein von dem ersten verschiedenes Zeichen 
tragende Kugeln u.s. w., rm das gleiche, aber ein von den frühem verschiedenes 
Zeichen habende Kugeln. Man nimmt q Kugeln heraus und bemerkt ihr Zeichen; 
hierauf nimmt man p Kugeln einzeln heraus und thut das Gleiche. Wie grols ist 
die WahrscKeinlichkeit, dafs in den p folgenden Ziehungen eine Kugel mit einem 
bestimmten Zeichen vor denen der übrigen erscheinen werde? 

Anwendung dieses Satzes auf häufige Wiederholungen, und Ableitung des Satzes, 
dafs das Eintreifen von Erscheinungen, bei häufigen Wiederholungen oder Beobach- 
tungen, in geradem Verhältnifs zu den, die Erscheinungen hervorbringenden Ur- 
sachen steht. 

$.22. In einer Urne befinden sich m verschiedene Kugel- Arten, r^ Kugeln haben ein 
und dasselbe Zeichen, r^ ein anderes, aber gleiches Zeichen u. s. w. Man zieht 
p Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogene Kugel zurückzulegen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs h Kugeln von einem bestimmten Zeichen rg früher als die von einem be- 
stimmten Zeichen rjb, 
6) Dafs in der ersten Ziehung eine Kugel, die zur Art rg gehört, in der zweiten 
eine, die zur Art rk gehört, und dafs in den folgenden p Ziehungen k Kugeln 
von der ersten Art früher als von der zweiten Art erscheinen werden? 

Beantwortung derselben Fragen, wenn die gezogenen Kugeln nach der Ziehung 
in die Urne zurückgelegt werden. 

Anwendung dieser Satze auf Probleme der Combinationslehre. 

$. 23. Besondere Fälle der in ($. 22.) gegebenen Probleme. 

Jemand will ein Ereignifs, dessen Eintrefi^en im einzelnen Falle durch die Wahr- 
scheinlichkeit — und das Gegentheil durch die entgegengesetzte — bestimmt ist,, 

mehreremal herbeiführen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
a) Dafs es in p Versuchen gerade rmal, 
&) Dafs es wenigstens rmal, 

c) Dafs es höchstens (r— jljmal eintreffen und 

d) Dafs sein Eintreffen in die Grenzen (q:t) eingeschlossen bleiben werde? 

Problem von Joe. ßernouUi. 
§.24. Jemand wünscht ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit — rmal eher herbei- 
zuführen, als B im Stande ist, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit — «mal 

herbeizuführen, und umgekehrt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A^ wie 
grofs für B? 

A^ wünscht Dasselbe gegen n — 1 Gegner J,, jl,, .... An durchzuführen. Das 
Gleiche wünscht A^ gegen seine übrigen Gegner u. s. w. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, das Unternehmen durchzuführen, für jede einzelne Person? 
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Drifter Abschnitt. 

$. 25. In einer Urne befinden sich r verschiedene Kugel- Arten, von jeder Art m verschiedene, 
aber auf gleiche Weise bezeichnet, p Kugeln werden herausgenommen und die gezoge- 
nen Kugeln werden nicht in die Urne zurückgelegt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
ä) Dafs s Kugeln von einem bestimmten Zeichen hintereinander gerade jrmal, 
b) Dafs gerade Jr^ Kugeln von einem bestimmten Zeichen, jr, von einem an- 
dern n. s. w. erscheinen werden, und 
r) Dafs das Ereignifs in einer bestimmten Ordnung eintreffen werde? 
Die Bedingungen sind wie oben. Man nimmt s Kugeln heraus, ohne die Kugeln 
zurückzulegen, und setzt das Verfahren bis zu Ende fort. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs s Kugeln, mit einem bestimmten Zeichen, in einer der Ziehungs- 
reihen erscheinen werden, ohne dafs eine oder mehrere Kugeln von einem andern 
Zeichen erschienen sind? 
Anwendungen. 

Von p Urnen enthält jede m verschiedene Kugeln, deren Bezeichnung in allen 
dieselbe ist. Man nimmt aus einer Urne eine Kugel. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs Xi Kugeln mit einem Zeichen, o:, mit einem zweiten, jc^ mit einem 
dritten u. s. w. erscheinen werden? 

Auflösung eines Problems aus der Combinationslehre, und Anwendung auf das 
Zahlensystem. 

$. 26. In einer Urne befinden sich m verschiedene Kugeln, p mal wird gezogen und 
die gezogene Kugel in die Urne zurückgelegt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs k bestimmte Kugeln in einer bestimmten Ordnung hintereinander wenig- 
stens einmal, 

b) Dafs alle auf die genannte Weise wenigstens einmal, 
e) Dafe die unter (a) genannten wenigstens rmal, 

> (T) Dafs sie wenigstens r und höchstens «mal erscheinen werden? 

$.27. In einer Urne sind n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... r» bezeichnete Kugeln ent- 
halten, m Kugeln, deren Zeichen in der Reihe der Zahlen folgen, werden besonders 
beachtet. Man zieht p Kugeln einzeln und legt jede Kugel in die Urne zurück. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

a) Dafs von den gesonderten m Kugeln wenigstens k in der Ordnung der Zahlen 
hintereinander, 

A) Dafs sie wenigstens r und höchstens «mal hintereinander, 

c) Dafs sie gerade einmal, nicht mehr, nicht weniger, hintereinander, und 

d) Dafs sie höchstens «mal hintereinander erscheinen werden? 

Auflösung derselben Probleme, wenn in einer Urne r Kugel -Arten von der ge- 
nannten Bescbafi'enheit befindlich sind. 

$.28. Auflösung der Probleme des vorhergehenden Paragraphen, wenn die gezogenen 
Kugeln nicht in die Urne zurückgelegt werden. 

$.29. Die Bedingungen sind wie in ($.27.). Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

d) Dafs von diesen m gesonderten Kugeln irgend eine Kugel k mal hintereinander 
erscheinen , 

b) Dafs dies wenigstens r und höchstens s mal geschehen w6rde? 
Anwendungen und Auflösung eines Problems aus der Combinationslehre. 

$. 30. Betrachtung eines besondern Falles von ($. 29.). 

A trachtet, gegen B ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit a^ rmal hinter- 
einander in p Versuchen herbeizufuhren. Die Wahrscheinlichkeit fSr B ist b. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A, seinen Zweck zu erreichen? 
Verallgemeinerung dieses Problems für n Theilnehmer. 
Auflösung von Problemen aus der Combinationslehre. 

*«* 
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S. 31. A wünscht ein Ereignifs rmal eher herbeizuführen, als B im Stande ist, ein für 
ihn gunstiges Ereignirs «mal hintereinander herbeizufuhren. Die für J günstige Wahr- 
scheinlichkeit ist a, die für B günstige b. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit 
für A, seine Absicht zu erreichen? 

Ausdehnung dieses Problems auf m Personen. 

$.39. In einer Urne sind n verschiedene Kugel- Arten befindlich. Jede zählt n Kugeln, 

die mit 1, 2, 3, .... n bezeichnet sind. Man zieht /; Kugeln einzeln, ohne die ge- 

zogehen Kugeln zurückzulegen, und wiederholt dies Verfahren «mal. Wie grofs ist 

die Wahrscheinlichkeit, 

d) Dafs in p hintereinander folgenden und zusammengehörigen Ziehungen, lauter 

Kugeln mit dem gleichen Zeichen erscheinen werden, 
b) Da{^ dies wenigstens ^ mal und höchstens jrmal, 
r) Dafs es gerade f mal geschehe? 
Auflösung von Problemen aus der Combinationslehre. 

S. 33. Jemand «trachtet, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit a in p Versuchen so 
oft herbeizuführen , dafs es immer rmal öfter als das Gegentheil mit der Wahrschein- 
lichkeit h zutrifft. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen ge- 
lingen werde? 

Ausdehnung dieses Problems auf n Personen, und Auflösung von Problemen aus 
der Combinationslehre. ' 

$. 34. A trachtet, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit a in p Versuchen wenigstens 
rmal eher, entweder hintereinander, oder im Überschüsse über das Gegentheil herbei- 
zufuhren, als/} imstande ist, ein Ereignifs mit der Wahrscheinlichkeit b, «mal, ent- 
weder hintereinander oder im Überschusse über das erste Ereignifs herbeizuführen. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A? 

Anwendung auf ein Problem der Combinationslehre. Vergleichqng dieses Pro- 
blems mit dem in ($. 33.) gegebenen. 

Vierter Abschnitt. 

$. 35. Begriff des Werths der Erwartung und Feststellung der für diesen Abschnitt 
geltenden Grundsatze. 

$. 36. und 37. Verhällnifs zwischen dem Werthe der Erwartung und der Ordnung, in 
welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen. 

$.38 — 40. Verhältnifs zwischen dem Werthe der Erwartung, der Einlage und dem zu 
hoffenden Gewinne oder Verlust. 

§. 41. Beziehung des Werths der Erwartung zu der Art, eine zu wagende Summe auszusetzen. 

$. 42. Bestimmung des Werths der Erwartung für zwei Personen , die im Begriff sind 
gegeneinander eine bestimmte Summe zu wagen. 

$.43. Begriff der subjectiven Hoffnung. 

$. 44. Anwendung des Caiculs zur Bestimmung des Werths der snbjectiven Hoffnung. 

$.45 — 47. Ermittlung dieses Werthes in bestimmten Fällen. 

$•48. Betrachtung des sogenannten „Petersburger Problems." 

$.49. Beantwortung der in ($. 10. und 11.) aufgestellten Probleme, unter der Voraus- 
setzung, dafs die gezogenen Kugeln in die Urne nach der Ziehung zurückgelegt 
werden. Weitere Ausführungen und Anwendung. Berichtigung einer von Laplaee 
gestellten Aufgabe. Probleme für die Gruppenzahl der Stellen -Elemente bei den 
Versetzungen mit Wiederholungen aus einer und mehreren Elementen - Reihen. 
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Berichtigungen. 



S. 30 Z. 15 V. u. I. erschienen st. erscheinen 

- 44 No. 10, H n. 12 1. S/[ sl. 5+[ 

- 46 Z. 5 V. u. I. 2m+i st. 2mii 

- 50 - 4 V. u. K- 2»« — 1 st 2 — 1 

- 51 - 8 V. o. I. führt st. fuhren 

- 60 - 1 V. o. 1. $. 16. st. $. 13. 

- 62 - 15 V. u. 1. $. 17. St. $. 14. 

- 107 * 4 V. u. 1. wurde st. werden würde 

- — - 13 V. u. I. Monimort st. Nonimori 

-177. In No. 8 istfiberall in den eingeklammerten Ausdräclien zu lesen: 5^^ st. S^^"^ 

. _ Z 5 V o ^ 8t ^ 

- — * 10 y. u. befinden st. befindet 

- 205 - 12 V. 0. aG, sl. «6, 
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S' 1* 
JJas Wort 9^Witibr8obeiDli€h" wird im gewöbulicbeu Leben von solebeii 
Dmgßu gebrauebt , deren Tbatbestand ^ er mag der Vergaogenbeit oder der 
Zakuiift, der sinnlichen oder der geistigen Anscbauung ange^j^ören, nicht 
als wahr oder gewifs angesehen und deswegen für unbezweifelt gehalten 
wird, aber doch viele, oder gar die meisten Gründe fdr sich bat. Man stellt 
den BegrifF des Wahrscheinlichen dem der Wahrheit, Wirklichkeit, Gewifs- 
heit u. s. w. (verschiedenen Modificationen einer und derselben Grnndbedeu- 
^^S) gegenfiber, und dem des Unwahrscfaeinllchen »ir Seite, und ge- 
hraocht letztern, wenn nur wenige Grande fdr den Tbatbesland einer Sache 
sprechen, ihre Möglichkeit aber nicht bezweifelt werden kann. 

Der Schlnfs auf den Thatbestand einer Sache, oder das Eintreffen 
eines Ereignisses^, hangt, wie leicht zu sehen, von der Kenntni(s der ein- 
wirkenden Ursachen, Umstände und Bedingungen einerseits, und andrensieUs 
von dem Grade der Bildung, Einsicht und Urtheilskraft der schliefsenden Per- 
sonen ab. Die aufsere Bedingung für den Begriff des Wahrscheinlichen ist, 
dafs der Gegenstand selbst keinen Widerspruch In sich trage, noch in einem 
soleben mit irgend einer anerkannten Wahrheit stehe. Eine und dieselbe 
Sache kann demnach für verschiedene Personen und unter verscbiedeften 
Umstanden verschiedene Grade der Wahrscheinlichkeit haben. Sind nun alle 
Ursachen, welche för das Dasein eines Dinges oder Ereignisses sprechen, 
und eben so auch alle, welche dagegen sprechen, genau bekannt, so kann 
man auch alle begünstigenden und alle hindernden Umstände zählen, unter 
einander vergleichen, den Grad der Wahrscheralichkeit genau bestimmen^ 
und ihn daher durch den Calcul darstellen. Dies ist die Aufgabe der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Zu dem Ende faut man den besöndern Ausdruck 
„mathematische Wahrscheinlichkeit" eingeführt, und verstl^t darunter das 

1 
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Verbähuifs derjeDigen Umstände, Ursaclien oder Falle, wodurch der That^ 
bestand einer Sache oder da« Eintreffen eines Ereignisses bedingt ist, za 
der Gesammtzahl aller möglichen Umstände, Ursachen oder Fälle, die mit 
ihm in Beziehong stehen und auf eine gOnstige oder hindernde Art einwir- 
ken können. 

Die mathematische Wahrscheinlichkeit kann demnach alle Stufen, von 
der Grenze der Unmöglichkeit, bis zu der der Gewifsheit, durchlaufen. Sie 
wird um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der begöustigeuden Ur- 
sachen oder Umstände im Verhältuifs zur Gesammtzahl ist: sie wird um so 
kleiner sein , je geringer die Zahl der günstigen und je gröfser die der 
hindernden oder ungünstigen Ursachen oder Umstände im Verhält nifs zur 
Zahl aller möglichen Ursachen oder Umstände ist, die auf das Eintreffen 
eines Ereignisses einwirken. 

8. «. 

Die Bemerkungen des vorigen Paragraph rechtfertiged folgende 
Grundsätze. 

Die mathematische WahrscheinlU^bkeit wird durch einen Bruch aus- 
gedrückt, dessen Zähler die dem Thatbestande einer Saoh^ oder dem Ein- 
treffen eines Ereignisses günstigen Fälle, der Nenner oHb möglichen, auf 
den Thatibestaud oder zu dem Eintreffen in Beziehung stehenden Fälle zählt 

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit durch w, die Zahl der gün- 
stigen Fälle durch p^ die aller möglichen durch q, so ist 

Hieran schliefst sich unmittelbar Folgendes. 

2. Die Wahrscheinlichkeit ist ein echter Bruch ; denn det Zähler mufs 
iomier kleiner ab der Nenner sein. 

3. Die Gewifsheit ist der Einheit gleich, oder 

4. ff = ^= 1, 

wenn g die Gewifsheit bezeichnet. Sie tritt nämlich ein, wenn alle auf 
den Thatbestand einer Sache oder auf das Eintreffen eines Ereignisses Be- 
zug habenden Elemente als günstig einwirkend zu betrachten skid. 

Der Wahrscheinlichkeit, .welche für das Bestehen einer Sache oder 
das Eintreffen eines Ereignisses laicht, steht degenigen, welche für das 
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Gegelltbeil q>rieht, entgegeo. Man neoiit sie deshalb aacb „eutgegeo- 
gesetzte Wabrscheiolicbkeit." Sie begreift die Zahl aller uiigOuslige» Falle 
ia sich, ergäuzt daher die günstigen Falle zur Zähl aller möglichen, und 
bringt mit der ursprönglicben Wahrscheinlichkeit (Nra. 1.) die Gewifs- 
heit hervor. 

Beide Begriflie schliefsen einander aus. Dies giebt 



s, tt = 1 — w = 1 — 
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Pie entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit ist demnach ebenfalls ein echter 
Bruch, dessen Zahler die Anzahl der ungünstigen, der Neuner die Zahl 
aller möglichen Fälle ausdrückt. 

Kommt die Wahrscheinlichkeit einer einztgen Begebenheit oder des 
Bestehens nur einer Sache in Frage, und virird diese für sich allein und' 
nicht in Verbindung oder Beziehung zu einer andern betrachtet, so nennt 
mau sie „einfache Wahrscheinlichkeit." Schlleist die Wahrscheinlichkeit 
aber das Zusammentrelfeu mehrerer Begebenheiten oder das Zusammen* 
bestehen mehrerer Dinge in sich, so heifst sie „zusammengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit." 

Wir unterscheiden zwei besondere Fälle dieser Wahrsdieinlichkeit 
d) Entwehr begreift das Bestehen einer Sache oder das Sliutrelfeu 
eines Ereignisses mehrere Fälle in sich, von denen jeder ein günstiges 
Moment für die zu bestimmende Wahrscheiulichkett abgiebt; die sich aber 
gegenseitig so ausschliefsen, dafs nur einer von den fraglichen Fällen ein- 
treffen kann: 

b} Oder es begreift mehrere Fälle in sich, die zusammenwirken und 
dabei so von einander abhängen, dafs kein einziger Fall ünerfulk blei- 
ben darf, wenn nicht die vorliegende Frage in ihrem Wesen geändert 
werden soll. 

Die unter o. bezeichnete Wahrscheinlichkeit soll „relative Wahr- 
scheinlichkeit'' heifsen; wie dieser Name auch vorkommt, ob er gleich nicht 
ganz passend scheint; die unter b. bezetchnete wollen wir „bedingte oder 
abhängige Wahrscheiniickkeit'' nennen. 

Der hier bezeichnete Unterschied tritt besonders deutlich bei der 
Anwendung auf besondere Fälle hervor. 

Sind in einer Urne 9 weifee, 10 rothe und it sehwarze Kugeln 
enthalten, und wird eismal gezogen, und fragt man w wfe grofs ist die W^m*-- 

1* 
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scheinlichkeit, dafäi entweder eine weifiie oder eine schwarze Kagel er- 
scfaeioen werde? so ist klar, dafisi die Beantwortoog der Frage auf dem 
EiotrefFen des eioen oder des andern Falles beralit. Die Wahrscheinlich- 
keit, dafs eine weifse Kugel erscheinen werde^ ist ^, dafs eine schwarze 
erscheinen werde, ^. Jeder von beiden Fällen begfinstigt das Eintreffen 
des Ereignisses. Die Wahrscheinlichkeit, dafs der eine oder der andere 
Fall eintreffen werde, ist demnach 

t^ = iAF + i* = M = *- 
Sind die Bedingungen wie vorhin, wird zweimal gezogen und die 

gezogene Kugel nach der Ziehung zurückgeworfen, und fragt man : wie grofs 
die Wahrscheinlichkeit sei, dafs zuerst eine weifse und dann eine schwarze 
Kugel erscheinen werde, so ist die hier in Frage stehende Wahrscheinlich- 
keit die bedingte oder abhängige ;' denn beide Fälle , das Erscheinen einer 
weiisen und einer schwarzen Kugel, mässen eintreten, wenn das Eüitreffen 
des Ereignisses statthaben soll. Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine weilse 
Kugel erscheinen werde, ist wie vorhin •^, daCs eine schwarze erscheinen 
werde ü^ weil die in^ der ersten Ziehung gezogene Kugel in die Urne 
zurückgeworfen wird, ehe die zweite Ziehung geschieht. Da nun das Er- 
scheinen der weifseii Kugel dem der schwarzen vorangehen mufe, so wird 
das Eintreffen des zweiten Ereignisses durch das des ersten bedingt sein, 
und also unter 30 möglichen Fällen nur 8 mal vorkommen« Das Ein- 
treffen des Ereignisses ist von dem Zutreffen der beiden genannten abhängig, 
und die Wahrscheinlichkeit, das es geschehen werde, ist 

Der unter a. und b. bezeichnete Unterschied tritt deutlich hervor und fuhrt 
zu ganz verschiedenen Aesultaten. Im ersten Fall tritt die. Summe, im 
zweiten das Product der einfachen Wahrscheinlichkeiten hervor. 

Zuweilen ist die Wahrscheinlichkeit in doppelter Beziehung zusam- 
mengesetzt; wie sich an folgendem Falle zeigen wird. 

Die Bediqgungen sind die obigen. Es wird zweimal auß der Urne 
gezogen und die gezogene Kugel wird nach der Ziehung in die Urne 
zurückgeworfen: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dals eine weide 
und dafs eine schwarze Kugel erscheinen werde? 

Hier können zwei gunstige Fälle eintreten. Entweder erscheint zu«- 
erst eine weifse und dann eine schwarze, oder zuerst eine schwarze und 
dann eine weüke Kug^l. Der erste Fall wurde eben erörtert Die Wahr- 



sohoinlicbkeU dafdr ist 

«"i = A • H = A- 

Die WabrscheinlicbkeU^ daCs zuerst eine schwarze und dann eine 
weifse Kugel erscheinen werde, setzt die umgekehrte Ordnung voraus und 
ist aus den vorhin angegebenen Gründen 

Beide Fälle sind dem Eintreffen des Ereignisses gQnstig, schliefsen 
sich aber gegenseitig aus. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also 

In dem vorliegenden Falle tritt die bedingte und die relative Wahrscheiu* 
lichkeit zusammen ein. Es giebt, wie leicht ersichtlich ist, noch zusammen- 
gesetztere Fälle. Ihre Untersuchung wird den in a. und b. ausgedräck- 
ten Unterschied bestätigen. Zugleich ergiebt sich ein allgemeines Gesetz, 
welches gilt, wenn auch mehr als zwei Ereignisse in Frage kommen, und 
welches sich auf folgende Weise darstellt 

Werden die Wahrscheinlichkeiten, welche das Eintreffen verschie- 
dener^ sich ausschliefsender Ereignisse begünstigen, durch — 9 — 9 — 9 •••• ~* 
aasgedruckt, so ist die hieraus sich ergebende relative Wahrscheinlichkeit 

Hierin kann PL'\'P2'\-Ps'\-p^'{' •••*Pn entweder kleiner, oder höchstens so 
gro£s als q sein. 

Werden die Wahrscheinlichkeiten, von denen das Eintreffen eines 

zusammengesetzten Ereignisses abhängt, ^, —,—,*••• ^ genannt, 

so ist die bedingte oder abhängige Wahrscheinlichkeit 

7 -^ Pi P% P% Pn 

?l Vi 9i 9n 

Es zeigt sich aus (6.), dafs die relative Wahrscheinlichkeit durch die Summe 
der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fälle, aus (7.), dafs die bedingte 
durch das Product derselben ausgedrückt wird. Sind die Wahrschein- 
lichkeiten, welche das Eintreffen der einzelnen Fälle bestimmen, einander 
gleich , so gebt die relative Wahrscheinlichkeit in ein Product und die be- 
dingte in eine Potenz Aber. . Dies tritt bei Wiederholungen ein. 

Erwägt man nun, dafs die Gleichung (6.), aus Granden, welche die 
Elemeatar- Mathematik lehrt, immer das nämliche Resultat liefert, in wel- 
cher Ordnung auch die einzelnen Wahrscheinlichkeiten zusammengezählt 
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werde», und daüs die Gleichong (7.) das uämliche Resultat liefert, in wel* 
eher Ordnung auch die einzelueu Factoren yervielfacht werden, und fragt 
diese Erwägung auf die Bedeutung der Gleichungen über, so ergiebt sich 
folgender Grundsatz: 

8. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in einer bestimmten Ordnung aufeinander folgen, bleibt unverändert, wenn 
auch die Ordnung in der Reihenfolge der einzelnen Fälle geändert, oder 
wenn au die Stelle einer bestimmten Reihenfolge c^ine andere bestimmte Rei- 
henfolge unter den in Frage stehenden Fällen gesetzt wird. Demnach ist 
die Ordnung, in welcher die einzelnen Fälle eines zusammengesetzten Er- 

■ 

eignisses aufeinander folgen, bei Bestimmung der zusammengesetzten Wahr- 
scheinlichkeit ganz gleichgöltig. 

Die Gleichung (7.) läfst noch eine andere und folgende Betracli- 
tungsart zu. 

EiS sind n Urnen vorhanden, von denen die erste ^i, die zweite 92, 
die dritte ^3, u. s. w., die nte 9„ Kugeln enthält. In der ersten Urne befinden 
sich pi Kugeln einer bestimmten Art, in der zweiten p^ Kugeln einer zweiten, 
in der dritten /^3 Kugeln einer dritten Art, u. s. w., in der nten p^ Kugeln 
einer nten Art. Man zieht aufii jeder Urne gleichzeitig eine Kugel. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne eine Kugel von der 
bezeichneten Art werde gezogen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit findet sich; wenn man zuerst das 
gleichzeitige Erscheinen der Kugeln von den bestimmten Arten aus den 
beiden ersten Urnen miteinander in Verbindung bringt, mit diesem das Er- 
scheinen einer der bestimmten Kugeln aus der dritten Urne u. s. f., und 
endlich bis zu dem Erscheinen einer Kugel der bestimmten Art aus der 
letzten Urne aufsteigt. Die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen der ein- 
zelnen Kugeln aus den einzelnen Urnen sind ^, ^, ^, •«., ^. Dem- 

7i 7» 7s 7« 

nach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

.-, P\ Pt P% Pa Pn 

7i Vt 78 74 7'» 

Die Vergleichung dieser Gleichung mit (7.) fuhrt zu folgendem Satze. 

9. Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit ist es gleichgidtig, ob das 
fiintrefien der einzelnen Ereignisse gleicbaeitig, oder in der Zeit uacii ein- 
ander geschieht« 



Leiefat labt sich ferner nachweisen, dafn auch bei dem gleicbzeiti* 
gen Eintreffen der einzelnen Ereiguisse die Ordnung gleichgültig ist. 

Betrachtet man endhch die Zahl der Fälle, welche dta Eintreffen 
tines Ereignisses begänstigen, als die dieses Ereiguifisr hervorrufende Ur« 
Sache (wie sich dies durch die Sache selbst rechtfertigt) , so giebt dies 6e* 
legenheit, die Ursachen mit der durch sie bedingten Wahrscheinlichkeit zu 
vergleichen* Bezeichneu wir die Ursachen^ welche das Eintreffen zweier 
Ereignisse bedingen, durch tii , u^ und die durch sie bedingten Wahrschein* 
lichkeiten durch Wi^ w^^ so ergiebt sich 

Die Wahrscheinlichkeiten, welche dem Eintreffen der Ereignisse zu* 
gehören, stehen zu einander in demselben Verhältnisse, wie die Ursachen, 
auf welchen das Eintreffen der Ereignisse beruht; und umgekehrt. 

lt. Die Ursachen, welche fflr das Eintreffen der Ereignisse spre^ 
chen, stehen in demselben Verhiitnlsse^ wie das Blintreffeu der durch sie 
herbeigeführten Erscheinungen, oder wie die letztern zugehörigen Wahr- 
siAeinlichkeiten. 

Der Satz (11«) ist der umgdcehrte von (lO.)« Beide bezeichnen den 
Zusammenhang zwischen Ursache und Erscheinung, welchen zu kennen 
wichtig ist, da er den Weg zum Aui&nden neuer Erkenntnisse zeigt 

Die in dem vorhergehenden Paragraph aufgestellten Satze bilden 
nach nnserer Ansicht die Grrandgeselze, worauf die Wahrscheinlichkeit»* 
rechnang beruht, und die ganze Wafarscfaeialicfckeitsrechnung beschäftigt 
sich mit der Anwendung dieser Gesetze auf einzelne Fälle. 

Die aufgestellten Gesetze sind sehr einfach; aber ihre Anwendung 
und die Behandlung der einzelnen Fälle findet oft viele Schwierigkeiten. 

Das Gebäude der Wahrscheinlicbkeil beruht, wie S* 2. zeigt, auf 
der Ermittlung der einfachen Wahrsdieinlichkeit. Aus ihr wird die zu- 
sammengesetzte sofort abgeleitet. Gerade aber die Bestimmung der ein- 
fachen Wahrscheinlichkeit ist oft einer der schwierigsten Puncto und nimmt 
die Aufmerksamkeit in hohem Grade in Anspruch. 

Ueber die Art und Weise, wie die Wahrscheinlichkeit des einzel- 
nen Falles aufgefunden oder bestimmt werden kann, lassen sich, wie leicht 
zu sehen, keine Begela oder Gewtze aufstellen. Unter allen Mitteln, 



8 

welche zur AaflösQDg eines Problems dieneu können, ist das einfachste 
das beste; und es soll in den folgenden Untersuchangen hieraof besonders 
Rücksicht genommen und das Zurückgreifen auf kunstliche oder entfernt 
liegende Mittel so viel als möglich vermieden werde^n; denn je einfacher 
die Entwicklungen sind, desto mehr dflrften sie die Ausbildong einer Wis- 
senschaft fördern« 

Bei Bestimmung der einfiicben Wahrscheinlicfakeit ist nach 1; $. S. 
das Verhältuifs zwischen der Zahl derjenigen Fälle, welebe dem Bintrefen 
einer Begebenheit gunstig sind, und der Zahl aller mögltchen mit dem Bin- 
treffen eines Ereignisses iu Verbindung stehenden Fälle zu ermitteln. Da- 
bei wird immer vorausgesetzt, da(s : alle die einwirkenden Falle ^Idch 
möglich sind. Sind sie nicht ^lehh möglich, so mufs der verschiedene 
Grad der Möglichkeit bestimmt werden ^ was oft sehr schwierig, oft aus 
mangelhafter Kenntnifs der Umstände unaosCUirbar, iff manchen Fällen aber 
unwichtig und undankbar ist. Deshalb wird im Folgenden hierauf in der 
Regel nicht Rucksicht genommen werdeli» 

Was nun die im vorigen Paragraph aufgestellten Grundsätze betrifll, 
so därften sie als die hervortreten, denen der Gbaractpr der Allgemeinheit 
zukommt, und die daher geeignet sind, die Grundlage einer Wissenschaft 
zu bilden. 

Laplace hat in seinem „Essai philosophique sur les probabilites'\ 
die er als Einleitung zur 3ten Auflage seiner „Theorie analylique des pro-- 
bahUites'' vorausschickte, zehn Grundtötze anfgestellt, die er als Grundlage 
dieser Theorie betrachtet, die aber nicht alle mit den hier aufgestellten zu- 
sammenfallen und die nach unserer Ansicht nicht die ecforderUche, eben be- 
zeichnete Eigenschaft zu haben scheinen^)» 



*) Die von Laplace aofgestellteh Grandsitze lauten wie folgt: 

l^ Principe. 
Le Premier de ces principes est la deflniüon mdme de la probabilite qoi, oemme 
on Va vu^ est le rapport du nombre des cas favorables, k celui de tous les cas possibles. 

W Principe. 
Mais ceia suppose les divers cas 6gaietiient possibles. S^ils ne le soot paa^ on 
determinera d'abord leurs possibilites respectives dont la juste appreciation est un des 
points les plus delieats de la theorie des hasards. Alors la probabilit6 sera la somme 
des possibilites de cbaque cas fitvorable. 

IW Principe. 
Si les evenemens sont iudependans les uns des antres; la probabilit6 de Texistence 
de leur ensemble est le produit de leurs probabilitte particaliores. 







Der erste voo Lqi^ace aufgesieUte Grundsatz fallt mit dem in t. S. t; 
aufl|[esproelieiten Satze zusammeii. 

Dem zwekeu Grnudsatze mangelt eine genaue Erörternng und Fixi«* 
rang des Inhalts. Die Bemerkungen, welche den Satz eroffnen, sind fie^ 
Mllale gemaobter EIrfahruiigeu bei Bearbeitaug der Wissenschaft, dienen 
als Winke zur Anfuierksamkett, und gehören offenbar einem Grundsätze 
nicht au« Werden diese Bemerkungen entfernt, so schliefst sich der Inhalt 
des letzten Satzes so nahe au den des ersten Gruadsatzes an, dafs noch 



Geuirslement 1« probabilit6 qu'un eveoement simpie dsns les nnAoies droonatmces, 
arrivera de suite, uu iiombre donne de fois, est egale a la probabilite de cet eveaemeiit 
simple y elev^e ä une puissance indiqu^e par ce iiombre. 

IV^ Principe» 

Quand deux eveoemens dependeut Tun de Tautre^ la probabilite de Teveae- 
ment composd est le produit de la probabilite du premier ivhnemeniy par la probabi- 
lite cpie cei eveoement etant arrive, l'auire arrivera« 

V^ Principe. . 

Si l'on calcole ä priori , la probabilite de revenement arrive, et la probabilite 
d'on 6vfaiemeut oemposee de celiii ei et d'mi.«utre^ qu'oo atteiid; la seconde probat 
bilite divisee par la premiere, aera la probabilite de revenemeoi attendu, tiree de l'ev^ 
nemeut observe. 

FI* Ptint^e. 

Chacuoe des causes auxquelles un 6venemeüt ol>8erv6 peut dtre attribue^ eat 
iiidiquee avec d'aotant plus de vraisembfance, qu'il est plus probable que cette cause 
etant supposee exister, feveDemeot aura lieu; la probabilite de rexisteoee d'une qaeU 
conqoe de ces causes^ eat donc une fractiou dbot le iium^rateur est la probabilite de 
revenement^ resultante de cette cause^ et dont le denoroinateur est la somme des pr<H* 
babilites semblables reUtives a toutes les causes ; si ces diverses causes consideries 4 
priori, sont inegalement probables, il faut au lieu de la probabilite de revenemeot, re* 
sultante de chaque cause, employer le produit de cette probabilite^ par Celle de la cause 
eile mdme. 

VII' Principe. 

La probabilite d'un 6venement Tutur est la somme des produits de la probabi- 
e de cbaque cause, tir6e de revönement observe, par la probabilite que cette cause 
existant, Teveiiemout futur aura lieu. 

riW Principe. 

Lorsque Favantage (esp^rance mathematique) dopend des plösieurs Eveoemens; 
ou Tobtient, en preoant la somme des produits de la probabiKt^ de chaque evenementy 
par le bien attache a sou arrivee. 

IX' Principe. 

Dans une serie d'evenemens probabtes, dont les uns preduisent un bien, et les 
autres une perte; on aura Favantage, qui eu resulte, en faisant une somme des pro- 
duits de la prebabilit6 de chaque ivenemeiit favorable, par le bion qu*il procore et en 
retrancbant de cette somme, Celle des produits de la probabilite de chaque evenemeut 
defavorable, par la perte qui y est attach^e. 8i la seconde somme Tenkporte sur la 
premiere, le hiat&ee devient perte , et respirance se change en craiute. 

J[' Princ^e* 

La valeur relative d'une somme iufluiment petite, est egale ä sa valeur absolue, 
divtsie par le bien total de la personoe intiressee. 

S 
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eio weiteres Crileriiimv zur Uo(erscheiihii|p «og^dbeD seiii sollte. Da 
aber eiue Wiederholung nicht in der Absieht des Verfassers liegen konnte, 
so Üfot sich der Inhalt des letzten Satzes, worin der Gmndsaiz ausge- 
sprochen ist, our mit dem in 6« $.8. angegebenen znsammensieleu, wemi 
er anders Bedeutung haben soll. Laplace hat alier die Erdctemngen and 
Uatersebeidongen , auf welchen der in^ 0* $• 2. aufgestellte Grnndsatk« beruht, 
nicht gegeben, ob sie gleich nicht halten umgangea werden sollen. 

Unter/ Nr. IIL und IV. bat Laplace zwei Grundsätze aufgestellt, die 
sich bei näherer Untersuchung offenbar als identisch zeigen, und deswegen 
auch in einen Grundsatz zusammenfallen mAsseu. Die bedingte Wahrschein- 
lichkeit characferisirt sich' nämlich auf zwei verschiedene Arten. Entweder 
liegt der Znsammenhang, worin zwei oder mehrere Ereignisse zu einander 
stehen, in ihnen selbst, und tritt ganz deutlich schon in ihrer Ankündigung 
hervor: oder er liegt in unserer Denkweise und in der Art, wie wir die 
fi)reignisse auf einander bezieben, während diese selbst von einander un- 
abhängig ZB sein scheinen. Im letzten Fall findet aber immer Zusammen- 
hang statt, und mufs stattfinden, we(in nicht ein Widerspruch entstehen 
soll. Denn es wäre nicht wohl denkbar, dafs Ereignisse, die unabhängig 
von einander sind, durch Rechnung in einen Zusammenhang gebracht wer- 
den könnten. 

Dies wird durch ITolgendes deutlicher hervortreten. A hat eine Urne, 
m. welcher n mit den Zahlen 1, 2, 3, ...• n bezeichnete Kugeln, B eine, 
td welcher m mit den Zahlen 1 , 2, 3, .... m bezeichnete Kugeln enthal- 
ten sind. Nun setzen wir folgende Fälle: 

a. A zieht aus seiner Urne zuerst eiue Kugel; dann B eine aus der 

' . » . seiaigen. Wie jgnofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs A die mit 1 

^ bezeichnete Kugel und B die mit derselben Zahl bezeichnete Kugel 

ziehen werde? ' 

h. A und B ziehen gleichzeitig eine Kugel aus beiden Urnen. Wie 

grots ist die Wahrscheinlicbkeit , data die beiden gezogenen Kugeln 

die ^afal 1 habe^n werden? 
c. A und B ziehen je eine KugeL Wie groüs ist die Wahrscheinliob^ 

keit, dafs eine von den zwei gezogenen Kugeln die Zahl 1 trage? 
ii. A zieht eine KugeL Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, data sie 

die Zahl 1 trage? B zieht eine. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 

keit, dafs sie die Zahl 1 trage? 
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In denk Falle a, ist der Konäimenbaiig, woriu beide Ereignisse 
stehen, deotliGh angekändigt. In ^. ist dieser Zosammenbang durch dre 
Betraebtaogsweine eiogeftthrt Dasselbe gik roil c. In d. findet kein Zq^ 
MMhNnenbang statt. Beide EreignisM sind Quabh&ng^ von einander, stehen 
vereinsiete, sind aaeh nicht durch nnsere Denkweise in irgend einen Zih 
sanmenhang gebraeht Der Calcol kann also anoh keinen hiueinjkfgeuv In 
a. und b. kommt die bedingte Wahracheinlichkeit in BeUfaohtnng, in DL die 
bedingte und relative. 

Dafs nun haplace den dritten Grundsatz dadurch verallgemeinert, 
dafs er sagt: „Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine einfache Beg^euheit unter 
den nämlichen Verhältnissen mehreremal nach einander eintrete, ist gleich 
der Wahrscheinlichkeit des einfachen Ereignisses, erhoben in die Potenz, 
welche durch die Anzahl der Wiederholungen bestimmt wird,'' können wir 
nicht billigen ; denn dieser Begriff ist etiger als der ihm vorhergehende, und 
keinesweges allgemeiner: gerade so w^ie der ßegriff von Potenz ein be- 
sonderer Fall des Begriffes von Prodüct ist Ans dem in 7. %. "i. auf-^ 
gestellten Satze folgt von selbst, dafs die bedingte Wahrscheinlichkeit in 
eine Potenz dbergebt, wenn das wiederholte Eintreffen eines nnd dessel- 
ben Ereignisses in Frage steht. 

Jeder von den übrigen Grundsätzen, die Laplace aufgestellt hat, deV 
5te, 6te, 7te, 8te, 9tß und lOte gehören besonderen Zweigen der Wahr- 
scheiulrchkeitsrechnung an, und kommen nur dort zum Vorschein. Sie lasseti 
sich alle aus dem Begriffe der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit ab- 
leiten und sind in der That nichts anderes, als die Anwendung der in $. 2. 
aufgestellten Sätze anf besondere Falle; wie sich dies au dem gehörigen 
Orte deutlich zeigen wird. Sie betreffen z. B. die ErschKel^nttg der Up» 
Sachen aus den Wirkungen, des Eintreffens künftiger Ereignisse aus vor- 
bergegangenen Erscheinungen, die Bestimmung des Wert bes der Hoffnung, 
des eines zu erwartenden Gutes vu b. w. und tragen deshalb unveÄenifbar 
den Character der Specialitat an sicli^ Dies ist der Grund, warum sie 
hier nicht als allgemeine Grmidsatze aufgeführt sind. 

Der lote Grudsatz ist ein Satz, welcher der Lehre von dem Wei«lie 
der subjectiven Hoffnung angehört und von Dun. BäruamUi (Sp(Mimen 
theatiae navae de meMura sortis m Comnnent. Academ. scienüarum im^ 
periaüs Petrop. Tom. V. ad annos 1730 et 1731. pag. 175.) zuerst auf- 
gestellt wurde. 

mm 
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J9t iD fieioem Werke ^BeekercAsa sur b jMrohabUUd des 
ßiffemens en mauere criminelle et en mauere cicHe, preedidee des reglte 
geniräUs du caletü des probabililis.^ im Wesentliehen deD von Laphee 
aofgestellten Grundsätzen gefalgt nhd hat sie noch om viele vermehrt, oder 
das Nähere erörtert Da sie aber nach der hier vorgetragraeu Anaioht die 
oben gemachten Bemerkungen Dicht zu entkräften acheiaeni so konnte auch 
hierauf keine Bficksicht genommen werden« 
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$. 4. 

In einer Urne sind verschiedenartige Kugeln enthalten: mi Kugein 
der ersten, tnj der zweiten u. s. w., m^ der rten Art, «mal wird gezo- 
gen. Bei jeder Ziehung wird eine Kugel aus der Urne genommen und 
nach der Ziehung in die Urne zurückgeworfen« Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in den pi ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, 
in den p2 zweiten Ziehungen nur Kugeln der zweiten Art u.s. w., in den 
;9r letzten Ziehungen nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Durch das Zurückwerfen der gezogenen Kugel in die Urne bleibt 
die Zahl der Kugeln för jede neue Ziehung dieselbe. Bei Ermittelung 
der gunstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppen, die erscheinen kön- 
nen, kommen daher die Versetzungen mit Wiederholungen in Frage. In den 
Pi ersten Ziehungen können also Kugeln der ersten Art auf mj'^^ in den 
P2 folgenden Ziehungen Kugeln der zweiten Art auf iHs^'fache Weise er- 
scheinen. Die Zahl der gunstigen Gruppen ist daher 

A = m^^.m^^.m^^ .... m^^. 
Die Zahl aller möglichen Fälle wird durch die Gruppen* Anzahl der Ver- 
letzungen mit Wiederholungen aus so vielen Elementen als die Kugel* 
Anzahl angiebt, und zur sovielten Classe bestimmt, ab Ziehungen ge* 
macht werden. In Rucksicht auf 19. $. 10. meiner Combinations- Lehre ist 
hiernach die gesuchte Wahraeheinlichkeit 

1. w = ! — p-3 ? ~ . 

(mj +i»j -f^s "H • • • • ni»-)''*'*"''* • "^'• 
Hierin ist s=p^-\^p^^p^^....p^. 
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Die Bediiigongen sind, wie obeo. Die Ordnaog, in welcher die 
Gruppen der verschiedeneu Kugel -Arten nach einander erscheinen sollen, 
wird aufirehoben; die Zahl aber, wie oft Kngehi von einerlei Art hinler- 
einander erscheinen sollen, wird beibehalten. Wie grofs is^ die Wahr- 
scheinlichkeit unter dieser Bedingung? 

Die Anzahl der günstigen Kugelgruppen wird sich vergrörsern, und 
zwar sovielmal als die Kugelgruppen, welche den verschiedenen Arten 
zugehören, unter sich versetzt werden können. Hiernach ist 

g . r(r—l)(r—2)....3.2.\,m^^i.m^^*....fnr^r 

Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Die Wahrscheinlichkeit 
soll bestimmt werden, dafs in s Ziehungen überhaupt pi Kugeln der ersten, 
/^sKugelu der zweiten u. s. w., pr Kugeln der rten Art erscheinen werden? 

In diesem Falle können die einzelnen Kugeln der verschiedeneu 
Arten in jeder beliebigen Stellung untereinander erscheinen. Dies ist in 
# Ziehungen möglich; wobei jedoch die Beschränkung gilt, dafs je pi Kvh 
geln einer Art, je p2 Kugeln einer zweiten Art u. s« w« zugehören, die in 
ihrer Beziehung untereinander die gleiche Eigenschaft haben und daher 
nicht die volle Anzahl Versetzungen, sondern Versetzungen mit beschränk- 
ten Wiederholungen bilden. Die fragliche Wahrscheinlichkeit wird 

sein. Hiehei ist »='Pir{-p2'{'P^'{'»»**Pr* Diese Gleichung hätte sich auch 
aus dem Beigrife der Zerstreuungen der Elemente mehrerer Reihen in 
l^ber nach S* t8. mein» Qombinationslehre ableiten lassen. 

Wählen wir in der Gleichung 1. eine andere Ordnung, in welcher 
die verschiedenartigen Kugelgruppen erscheinen sollen, und bestimmen die 
«qgehörige Wahrscheinlichkeit, so ergiebt sich leicht 

m/« .m/» .jr/> ....mA 

HieriEius entnehmen wir folgenden Satz: 

5. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, in welchem mehrere Fälle 
in bestimmter Ordnung auf einander folgen^ bleibt unverändert, wenn auch 
die Ordnung^ in welcher sich diese Fälle aneinander anschlielsen sollen. 
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geändert, oder wenn eine bestiminte Reihenfolge iir dieMA Pallen' durch 
eine andere beliebige bestimmte Reihenfolge vertreten wird. 

In einer Urne sind r KugeU Arten en(hal(eu. Die erste zählt tn^^ 
die zweite 11129 die dritte m, u.s.w., die rte m^ Kugeln, «mal wird ge- 
zogen nnd jedesmal eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung 
nicht in die Urne zurücisgeworfen wird. Wie grofs ist die Wahrschein^ 
lichLeit, dafs in den pi ersten Ziehungen nur Kugeln der ersten, in den p2 
folgenden nur Kugeln der zweiten u. s. w., in den Pr letzten Ziehungen 
nur Kugeln der letzten Art erscheinen werden? 

Da die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne geworfen wird, 
so können hier keine Kugeln wiederholt erscheinen und es kommen daher 
bei Ermittlung der gunstigen, so wie aller möglichen Kugelgruppen, die Ver- 
setzungen ohne Wiederholungen in Betrachtung. In den pi ersten Ziehun- 
gen können daher nur Kugeln der ersten Art auf rii/''"^, in den p^ folgen- 
den nur Kugeln der zweiten Art auf tn^* '^^fache Weise erscbeinen u« s. w. 
Iq s hintereinander folgenden Ziehungen können aber Kugeln aus allen mög« 

licbeo Arten auf (»ii4-»»2-f *'*3+'*»**'^^)''~*ß^**^ Weise (14. $.8. pag. 10 
m. Comb« Lehre) erscheinen; Die gesuchte Wahracheiiüichkeit ist demnach 

^ m^^^i'^^ •m^^^^-^^ •tn^^^l-^ ^.... mr^r\-^ 

Hierin ist />i -f 7>2-f/'3-f ••••+ /'r = *« 

Für jede andere beliebige, aber bestimmte Reibenfolge im Ersehet* 
nen der verschiedenartigen Kugelgruppen bleibt die vorstehende Gleichung^ 
also auch die Wahrschemlicfakeit , dafs das in Frage stehende £ragnif!> 
eintreffen werde, ungeändert, und wir begegnen auch hier dem in (5.) an- 
gegebenen Satze. Ist aber die Ordnung, in welcher die Gruppen der ver- 
schiedenen Kugel -Arten erscheinen sotten, nicht eine bestimmte, soudem 
gleichgültig, so kommen auch hier die Schlüsse, welche zur Gleichung (S.) 
gemacht wurden, in Anwendung, und die Wahrscheialichkeit , dafs unter 
den vorher angegebenen Bedingungen r verschiedenartige Kugelgruppen, und 
von jeder Art eine bestimmte Anzahl hinter einander erscheinen werden, ist 

, ' ♦^l-*m/il-*.m/»M.»t ,r«|-l....»/rl-> 
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iu eiuer Urue befinden sich zweierlei Kugeln: »h Kugeln von der 
erste» und mut von der zweiten Art Man nimmt (Pi-\-p2) Kugeln einzeln 
bermis, oiine dm gezogenen Kugeln in die Urne zurnckzawerfen. Wie grofe 
Ut die'WabrscIieinliohkett, dafs überhaupt pt Kugeln der ersten und p2 Ku* 
gein der zweiten Art erscheinen werden? 

Da keine bestimmte Ordnung für das Ersobeioen der Kugeln vor- 
l^esqhrieben ist, so kennen sie in jeder möglichen Zusammenstellung er- 
scbeineM, pi ii^ugelu der ersten Art können daher durch alle Ziehungen 
zerslreut erscheinen, wenn nur die übrigen Ziehungen p2 Kugeln der zwei* 
ten Art zeigen» Die Zahl der gunstigen Falle kommt daher mit der An- 
zahl der Gruppen überein, welche entstehen, wenn die Elernente zweier 
Beiheu in (pL'\-p2) Fächer so zerstreut werden, däfs die der ersten p^ und 
die der zweiten die übrigen Fächer einnehmen, während sie Versetzungen 
bilden. Die gesuchte Gruppen -Anzahl ist nach S« 42. No. 131. pag. 99 
m. Comb. Lehre 

Hieraus ist die Wahrscheinlichkeit 

In einer Urne sind r Kugel -Arten enthalten, m^ der ersten, m^ der 
zweiten, nt, der dritten u. s. w., m,. der rten Art. Mau nimmt die Kugeln 
einzeln heraus, ohne sie in die Urne zurückzuwerfen. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs p^ Kugeto der ersten, p2 der zweiten, u. s« w., 
Pr der rten Art erscheinen werden. 

Durch weitere Verfolgung der eben angegebenen Schlufsweise er- 
giebt sich für diese Wahrscheinlichkeit folgender Ausdrnck: 



2i w 









•w 
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Der Zähler in 8. giebt die Anzahl der Gruppen an, welche entstehen, 
wenn die Elemente von rReihen in (;>i+f>24-;?3 + — /'r) Fächer zerstreut 
werden, so dafis p^ Elemente der ersten^ /i^ Elemente der k weilen o,s..w., 
Pr Elemente der rten Reibe in den Fächern vorkommen . und zugfeich unter 
sich Versetzungen in allen möglichen Stellungen bilden« Er rechtferti|^ 
sich aus 41. und 42. der angefahrten Schrift und ergänzt und verallgertei- 
uert die dortigen Sätze* 

lu einer Urne befinden sich zweierlei Kugeln, mi der ersten und 
m^ der zweiten Art. (pi-\-pj)Kngelu werden auf einmal berausgeuommen. 
Yfie grofs ist die Wabrscbeinlichkeit, dafs f>, Kugeln der ersten and p^ Ku- 
geln der zweiten Art erscbeinen werden? 

Es ist nach dem Sinne der Frage unzweifelhaft, dafs nur die- 
jenigen Gruppen in Betrachtung kommen, die nicht die nämlichen Kugeln 
in verschiedener Stellung, sondern verschiedene Kugeln in sich begreifen; 
denn die nämlichen Kugeln in verschiedener Stellung untereinander geben 
keine neuen Resultate. Hiernach mössen bei diesen Gruppen die Verselzuri- 
geu ausgeschlossen werden, und die Gruppen selbst fallen mit der Ver- 
theilung der Elemente in Fächer zusammen. Wir erhallen die Zahl der 
gönstigen Gruppen nach 9, 39. pag. 90 der Comb. Lehre durch folgenden 
Ausdruck : 

Die gesuchte Wafarscheüüicbkeit ist demnach 

4 M, — ^i!illi. »»/''-* . («».+w>)'' '+^«'-^ 

lu einer Urne sind r verschiedene Kugelarteo enthalten, w, Ku- 
geln der ersten, «i, der zweiten u.s.w., tn, der Heu Art. Es werden 
iPi-\-Pi-\-P3""Pr) Kugeln auf einmal herausgenommen. Wie groüs.ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs p, Kugela der ersten, p, der zweiten n. a. w., p, 
der rten Art erscheinen ^erdeu? 



KT 

• Setzt iiau die ebeo aogegebeAe Schliifiiweise weiter fort, m gelugt 
man durch «sie za.folgeudea Ausdruck der geaaehten Wahrscbeiolidikeit: 

lu eiuer Urue 8iud r Arteu vou Kugelu eulhalteu : m^ Kugeln der ersten, 
#/i2 der zweiten, «h der dritten Art u. s, w. Man nimmt (/'i-f/'2+/>3 + -...;^r) 
Kugeln einzeln heraus , ohne die gezogenen Kugeln in die Drne zurückzu- 
werfen, und bringt sie in eine Abtheilung zusammen; dann nimmt man 
(^^-|-^2-f73*«**7r) Kugeln heraus und bringt sie in eine zwtite Abtheilung. 
Wie grol!s ist die Wahrscheinlichkeit/ dafs In der ersten Abtheilung- p^ 
Kugeln der ersten , p^ der a^weiten il s. w. , pr Kugelu der rien ; in der 
zweiten Abtbeilung q^ Kugeln d^r erstep,^, Kegeln der zweiten u. 8.w., 
y^ Kugeln der rten Art erscheiaeo werden?. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergtebt sich, wenn wir die Glei- 
chung 2. oder 3. auf den vorliegenden* Fall wiederholt anwenden. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der ersten Abtheilung Kugelgruppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ist die dort angegebene. Die 
Wahrscheinlichkeit, dafs in der zweiten Abtheilung Kugelgrnppen von der 
genannten Mischung erscheinen werden, ergiebt sich aus den nämlichen 
Gleichungen, wenn man bemerkt, dafs ni^r noch (r/ii — pi) Kugeln der ersten, 
{m2—p2) Kugelu der zweiten Art u.s.w., (m^ — Pr) Kugeln der rteÜMA^t 
in der Urne vorhanden sind« Diese W,f;r^e jsind dabei; in S, oder 3. zu 
setzen und die so erbattetuen Resultate mk einander . zu verbinden. Dem- 
oa^h ist die fraglicke/Wahrscbeialicfakeit 

l?'l\l^»*...a'''-'.-(m,+m,+ «..)^.'.t''''^--'''-^l"'*.l«*'*....l«''* 

Der AoMlmck veretnfoobt siob Mbr,- wenn die eosanneugeböi^igeu Faenl- 
tütei yemnigt werden» Eb ist. - • .''< 

^ 1 • Ji • m I • Tri« • 17» • • • • • yf»r 

Die Bedingungen sind wie oben. Man bringt (;i| -f/i, -f/^3 -f •••• /'r) Kugeln 
ans der Urne in eine Abtheiluiig, {y^-f ya~f 73-f ••••7r)Kugeiu in eine zweite, 

• • • ■ * 

I C^i+^a-t" • • • • ^r) Kugeln in eine drifte u. s. w.,. (^1-1-^2+ • • • * ^r) iu-die letzte (Ate) 



w 
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AMMInKg. Wmffrob ist dl» WirfiMoboniliehkeit, dab io «er ersteo Ab- 
thoUuAg pi Kugeln der eratei^ p2 Kugeltt der sweiten o. s. w«, Pr Kogdo 
der rten Art, in der s^weiten Ablheilaog ^i Kugeln der ersten, ^2 der 
zweiten u.is« w«^ t^t der rten Art u. s. w^ in der letzten y^ Kugeln der er- 
sten, ^2 der zweiten u. s.w«, i^^Kngein der rten Art enthalten sein werden? 
Setzt man die vorhin gemachte Scblufsweise fort, so ergiebt sich 
für die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

7* w = , 

i*'!Sp!^l''...,l^'.*.m.'"'-^m>''''-*.ii>.'''.'-*...,»»r''^'-* 

l'•'^l''»•^...l'''^l''^^l'»'^o.l'''^...l'''^^^'^..a^^v,+^»,+-».4-...-v)•*+*•+•'^ 

Hier geke* . folgende Bediagaogs^eiehmigeik: 

^i + ^+Vj-J- — Vr = «5> 



» I 
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. 1 • • 
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PerAer'kanfk iii^imi, Wj^m,, tr^^ »^3, •..•!// <vi^ sefn. 
^'^ * In einer Urne isind r Arten von Kugeln enthalten: m^ Kugeln der ersten, 
m^ der zweien Art u;s. wJ Man liimmt (Pi'\-pi-^P3'\'^'**Pr) Kugeln auf 
einmal heraus und bringt sie in eine Abtheflung;* dann (^i'f~V3 4~^3~f •***Vr) 
uäd 1n*iivgt sie eine fcweite n.s. C; endlich (ri-fj'a+^'s-f ••••^f) '^'^S^^ *"^ 
bringt sie fn» die kle Abthleflulig. Wie grob ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs in der ersten Abteilung Pi Kngeln der ersten , jp? Kageln der zweiten 
tf. s.w., /^/Kugeln der rten Art; ia der zweitefi fiK.ogeln der ersten, y, 
.^ aiweiteuiiimsfiWM 9^ der rte» Art «MbalteB sein, werde». n.8.i? 

Benutzen wir die Gleichung 5. auf dieselbe Weise, wie: wir so 
eben, die Gleicl^ng 2. odcir 3. zur Auffindung der^leiehungeo 4. und 7. 
.. beiratzten ^ sfo ergiebt siich f0r die gasuqhte. I^^hrscheiolicbkeit folgende 
' Formel': 

'• ' ^^^^'.H^l'*^ ^ ...l^«^^v^^-^,^/^^-^m.'"^^^...m.' ' -'-^ " • "' 
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Die BedingQDfpigleic&UDgett' sind lUeMlben wiS' ia 7. VVenleu unter' deii' 
angegebenen Bediugun^n alle Kugeln au <Ier Urne gbäo^en und in -Al^ 
tbeilungen verlheilt, so bleiben die Gleichungen 7. und 8. noch immer in 
l&raß^ die Bedingungsgleichuugen erFahrep aber einige Modi£k)a(joneu und 
geben in folgende über: 



•:»; . . •'• ' '. 1 
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9. < 

M. .^ . . \F*-irfi:f ^^+ — n = «w, r^ H», .. 

/'2 + y2+r2+--i^2 = mj = tfi, . . :. 

- /^r47<fr+r^^.:V.y^ = »1^ = II,. . 

IßL di«;8ßin F:aIlo mu9s^p natürlicb gerade, so vicile F^fihf^F 4M^ffBi)oiawmi >f«r- 
den, al» KugeU Arten vorhanden sjui)f\ .. ^ , . » . 

J)ie Gleidiiuig0B 9# wd &.^ 7. jiud . &/ aliatten iam Idbarft übereiu. 
Dies rc^chtfertigt folgende Behauptung;: . . 

10. Unter den oben angegebenen Bedingungen ist es hinsichtlich des 
Erfolges einerlei, ob irgend eine Anzahl Von' Kugeln einzeln oder in Mass6 
aus einer Urne berausgenomqien und in eine öder mehrere Abtbeilungen 
gebracht wird; denn die unter beiden Vorausse);z.unffen gewonnenen Wahp- 
scheintichkeiteü sind gleich groffif« 



♦ • ■! t %\ •'.'■ » •<• 



• • • 



Dieser Satz fipdet iu allen ITällen Auwejidung, wenn nicht eine be- 
stimmte tirdnung bei dem^ Ersclieinen der einzelnen Kuceln ^n Betracht 
kommt.' Letzteres ist iei'^dem LöU'o der V all', weil in oieseni Spiele der 
lestimmte Auszug und die bestiminte Amb.e besetzt werden können* Hier 
müssen deshalb die Nummern einzeln bezogen . werden* Bei deu.Carten- 
spielen z. B. findet der Satz seine Anwendung, und es können die Blätter 
^itkltelti Mer 'pdtrtfeenwteise aifegegebeii^etU^;'''fiei filiilänglicher Mischung, 
welche der Qalbttl/ voraussetzt^ ifwird M^^atfekt'fM dtr Tbat einerlei sein, 
auf welche Weis» die- Blätter ausgegeben werden« -Da aber dies nicht 
immer sorgfältig geschieht, Vso giebt~das Vertheilen- in. einzelnen Blättern 
eine bessere Mischung. • .... 

Sind die Anzahlen der .verschiedenen Kugel -Arte^ einander gleicli, 
also mx = m2 = • ••i7ir'^=»^ und ebenso die Zahl d^r Kugeln, welche in 

3« 
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die verschiedenen AbtfaeüuBgen ^bi«clit werden sollen, so eiKeben sioh 
einfachere Ausdrücke. Ans 7. «der 8. und 9. wird 

• "'""l'"|^t•"|^...l'v^^l'•^^i''|^...l'rl^...l'.l^l•'«l^...l•vll(^«)-M• 

Die Gleichungen 7. und 8* sind übrigens ganz aligemein; denn sie 
gelten noch, wenn auch nicht in jeder Abtheilung Kugeln von allen Arten 
vorkommen sollten. Für diesen Fall sind die Exponenten der betreffenden 
FacoKälen zu setzen; wodurch die Göltigkeit der genannten Gleichungen 
in nichts geändert wird. 

Die Anordnung bei der Yertheilung in Fächer ist daher der Willkär 
überlassen. 

$. 6. 

In einer Urne sind m weifse und n nicht weifse Kugeln eudialten. 
Man ttiomt r Kugeln auf einmal heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich* 
keit, dafs r weifse Kugeln erscheiflen werden? 

Die Kahl der der Erwartung gunstigen Kugelgmppeo, ist, wie sich 

leicht ergiebt, — rjr- t)ie Zahl aller möglichen Gruppen ist "^^^ — . 

• ■ . ■ 

Die gesuchte WahrscheinlicUlceit ist , 



II 



Das nämliche Resultat ergiebt sich aus 7. S.4«, wenn dort mx=m, m2 = fh 

4 • 

p^ = r, P2 = und r = 1 gesetzt wird. 

Die Mischung der Kugeln ist die gleiche. Zwei Ziehungen wer- 
den gemacht. In der ersten werden p Kugeln herausgenommen und, ohne 
die Mischung zu untersuchen, bei Seite gesetzt. In der zweiten werden 
r Kugeln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs r 
weifse Kugeln in der zweiten Ziehung erscheinen werden? 

r • ^ 

\ 

Folgende Fällq konne/i in der ersten Ziehung yoranfl^^an^gen sein : 

p weiüse Kogeln und nidit weifte, 
p—t • - ^ . • 1 . • ^ 

p—2 - - - - r 2. ^; - - 



2. 
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Bnotat naD die Gleiohoiig 4. S- 5. , so srnti die dieaeo Fällen eotsprecbeti- 
des Kage%ruppeii : 

Hit jedetai dfeser Fälle sollen p wetCsre Kageln in der zweiten Ziehung in 
Verbindung treten. Im ersten Falle sind nur. noch (m — p), im zweiten 
(fn^p-]-l)j im dritten (»•— ^+2) u. s. w^., im {p'\-l)ten Falle m wei&e 
Kugeln in der Urne znrtick. Diese Bemerkung fuhrt zu folgender, der 
Erwartung gunstigen Gruppen -^Anzahl, wenn wir für jeden einzelnen Fall 
die Gleichung zü 4. S« S* mit Räcksicht auf die veränderte Kugel -Anzah- 
len benutzen: 

jpii • pTi r 1 • |p-i|i • jpii I |2|i • jp-2|i • |p|i -[-•••• 

I nP-^J-> (m— l)Pt-^ , nPl-^ m'-l"' 

ii^Uch^ . wenn die FaouUät —ffj- ansgeaohieden wird und die zur Aus- 
scheidung nöthigen Veränderungen gemacht werden. 

Nun findet bekanntlich folgende Gleichung Statt: 

•*• jjcji — jxll T j[*-in • 1 i ix-21-1* jaTT""!**'* 1 •ix-i|i 1 i^xH ' 

■ 

Wird die Gleichung 3. auf den vorhergehenden, in Eüammern eingeschlos- 
senen Ausdruck augewendet, so ist 

— ^^"^ (iit+>i— r)P»-^ 

Die. ZaU aller möglichen Kugelgruppen ^ wenn unter den oben genannten 
lledin|;ungen p ond r Kugeln in zwei Abtheilungen aus der Urne genom- 

a 

men werden, ist 

Hieran ergiebl «ick^ftr die gesuchte Wahrscheinlichkeit : 



» .. 



4. to — -j- — (^^.^)„-i- 
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Unter den obea angegebeoen Bedlagaifgeu Werdöi odrei :%idbttog0ti 
Hus der Urne gemacht. Bei der ersten werden p, hei der MWßHt^'^Viüg^ 
herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in be«ondere^bthei* 
lungen gebracht« Bei der dritten werden r Kugeln herausjganomnien^ Wie 
grols ist die Wahrscheinlichkeit^ tla£s in der dritten ZieliujDg,.^r r wei^ 
Kugeln erscheinen werden? 

Die FäUe , auf deren Betrachtung die BeautwQrtung, ^er vorliegen- 
den Frage beruht^ und die in dem Scheiaa 2*. angegeben .wurden, bleib^ 
ungeandert» An jeden einzelnen Fall schl.iefsen sich die iQ.d^m nachfofc* 
g^en {Schema verzeichneten Fälle an^ welche in der zweiten Ziebui^ 
eintreten können: 

y weifse Kugeln und nicht weisse werden gezogen, 
q-^1 - - - 1 - - . , _ 

6. ]9-'i>- - - 2 - - 

1 - - - g-1 - - 

.- - - jr - - -. - .;-!;. 

Au jede Verbindung von je zwei in dem {Schema 2. und 5. angegebenen 
Fällen knQj^t ^ch die Erscheinung von r weisi^en Kugeln ' iä der dritten 
Ziehung. Wir erhalten nun durch den ^usiMOin^Rtütt ^des ei^p^ jFaUeHjij^ 
Schema 2. mit allen Fällen des Schema's 5. und mit r weifsen Kugeln 
der dritten Ziehung folgende Anzahl: ' ''^' 

1 •••: 4711 j > 
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.; ; ::l .:!• i ' v 'in.. •", t!''ai(ii;>«i. "«i 

Dieser Ausdruck entsteht, wenn die Facultät ' 7/^\ — ausgeschieden und 

dann die erhaltene JMbe na«b 3, t^fbaipde)fi wirdj J)l»cl^)deih'%IMni«^^ 
des zweiten Falles im Schema 2. mit allen Fällen im Schema 6. und wei- 
tern r weifsen Kugeln in der drittMrZlehung erhalten V^ir folgende Anzahl: 



' ip-»ii*ii. |<7ii ' jrii T ^ • pr» • — p=rn — 

T i«|i • , j,-j|i • jrii -t"" j9ii • ;Ti J 

mP-"-' tt («»-;^fl)'■|-*r(m-p-r-|-l)»l-» , («-!) (m-»-r+l)9-il-» 

. («-!)» I-» (m-;»-r+l)9-it-i (w-l)9«-«1 

I 

Durch den Zosarnmentritt dea dritten Falles im Schema 8. mit aftmmtUcheu 
.V^lfeü^^m Skjhetuk & ubd mit^ r weifiseu Kugeln in der dritten Ziehung 
eHiaKeu wir durch 'eine ähnliche Behandlung» weise folgende Anzahl: 

Fährt man auf diese Weise fort, die Fälle im Schema ^2» der Reibe nach 
m\b sämmtllohen Fällen im Schema 6. and mit r weilMn Kugeln in der dritten 
Ztehnirg 8&feiMMHiientreten zu lassen, no ergieht sich ans ^y 7.y 8# u. s» w* 
^endei^ Ailsdyiick: 



> I 



•II ♦« 



I. 



T-12IT • — ^p-2|i ■ i- -•• r ^pTtJ 






\^ie sich durch Benutzung ^der Gleichung $. ergiebt. Die Zahl aller möglichen 
Fälle, welche entstehen, wenn (m-l-^) Kugeln iu drei Abtheiluugeu zu p^ 
q wd r Kugeln yertheilt werden, ist 

Aus 9. bod idf. ergiebf sich für die gesuchte Wabrscheiuliclikeit : 



*• I « I 



^h *o —-, (i^^„yiU' 



' ' iMeüe fiteblflsiie' lassen läch Mcbt weiter fortsetzen und auf das 
Erscheineh Von ' I»' weiTsen Kugeln in^ .jeder beliebigeB späteru Ziebqqg 
Abertragen. Werden daher (Jk — 1) Ziehungen gemacht, in welchen p^^ p2j 
pzi •••• Pk^i Kugeln, ohne die Mischung der erschienenen Kugeln zu un- 
feräulbUen, ' beransgenommen werden, m ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
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iu der Aten Ziehoog r weiCse Kogelü erachekien werdeo) weoo r Kogelu 
in dieser Ziebuug heraasgenommea werden. 

Die Yergleichang der unter 1. 4. 11. und 18. gefaudenen Besaltate 
fütirt zu folgendem Satze: 

13. Werden aus einer Urne, welche m Kugeln von einer und n 
von einer andern Art enthält, mehrere Ziehungen gemacht, in diesen Zie* 
hungeu p^^ P29 Pzj •••• Pr Kugeln herausgenommen und, ohne ihre Mi-^ 
schung zu kennen, in verschiedene Abtbeilungefl gebrachit, so ist die Wahr<- 
scheinlichkeit in irgend einer Abtheilung, in welp||e gerade pu Kugeln auf 
einmal gebracht wurden, nur Kugeln der einen Art zUjit^rhalten, so grofs als 
die Wahrscheinlichkeit , Kugeln derselben. Art in eiaej: früheren oder spä- 
teren Abtheilung zu erhalten, Wenn die gleiche Zahl von Kugeln {pi) in 
dieser Abtheilnng vorkommt*. . < . . 

Die Zahl der vorfaeigegaugeneu Zißhangen und die ZaU:49r diipia 
ersdiienenen Kugeln hat hiernach auf die fragliche WabnieMiiljiphkeit on^ 
ter den genannten Bedingungen keinen Einflufs. An die99 Bemerkui)g kna|^ 
sich unmittelbar folgender Satz: 

14. Solleu aus einer Urne, in welcher zweierlei Kugeln enthalten 
sind , mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben Pu p2j Pzj •••• Pr Kugeln 
herausgenommen und die Kugeln, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie^ 
dene Abtheilungen gebracht werden, und wünscht mau iu einer Abllieilung 
nur pi Kugeln von der einen Art zu erhalten , so ist die Ordnung , in welcher 
die genannten Kugelmengen herausgenommen und in ,die Abtheilungeu ge- 
bracht werden, gleichgültig. 

Sind aber unter den genannten Bedingungen schon mehrere Ki^ 
hungen gemacht, und kennt man die Mischung der dabei erscbidneiien Ku- 
geln, so ändert sich das Yerhältnifs der in der Urne zurückgebliebenen 
Kugeln; aber nicht die Schlufsweise. Sind nämlich schon a Kugeln ^er 
ersten und b der zweiten Art erschienen , so ist die Wahrscheinlichkeit, in 
irgend eifter Ziehung, worin r Kugeln auf die* 'obea angeg^bi^n« Weise 
herausgenommen werden, nur Kngelli der entteii Art zu, erlMiltQfi : ; *,:s 

4t -^ (m — df^^^ .• ' .; . .:-n )fii 

Ist die Zahl der beideu Kugel« Ar^eu gleich^ also i»^=ii)[ und ,W)ird,,^i^r 
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eine Kugel jedesmal herausgeuouimen, so geht 1. 4. 11. oder 12. iu 

16. w =^ ^ 
über. Die Wahrscheinlicbkeit , bei jeder Ziehong eine weifse Kugel er- 
scheinen zo sehen , ist daher 0,5 ; wenn auch schon mehrere Kugeln gezo- 
gen sind, deren Mischung man nicht Icennt. 

Die bis jetzt gefundenen Resultate gelten vorerst nur von zwei 
Arten von Kugeln, Sie lassen sich jedoch leicht auf mehrere Arten von 
Kugeln ausdehnen. Es ist nur nöthig, einer Kugel -Art mehrere zusammen 
gegenüber zu stellen, und die zweite als Repräsentant von mehreren zu 
betrachten. Setzt man daher 

n = »ii-f »*2-f o»3-f ••••»'•-i und tn = m,, 
so geht die Gleichung 18. in folgende dber: 

17. u? = 



Die hier gefundenen Gesetze gelten, wenn sich das Erscheinen von 
Kugeln einer Art nur auf eine Ziehung erstreckt Sie gelten aber auch, wenn 
es sich auf mehrere Ziehungen erstreckt. Dies führt zu folgender Frage : 

In einer Urne befinden sich s Arten von Kugeln, voii denen die erste 
Oll, die zweite m^y die dritte 1713 u. s. w., die ste m^ Kugeln zählt. Man 
zieht zweimal und nimmt in der ersten Ziehung p, in der zweiten g Kugeln 
heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in beiden Ziehungen 
nur Kugeln von einer Art (mj erscheinen werden. 

Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich aus S. 2. leicht. Sie ist 

Die Zahl aller möglichen Fälle ist, aus den nämlichen Gründen, 

A (m ^ -f m^ 4- . . . . nij.Y^'J ' -* 

lPU.1911 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

18. w = ""' 



Die Bedingungen sind dieselben. Man zieht dreimal, nimmt in der ersten 
Ziehung k Kugeln heraus, die man, ohne ihre Mischung zu kenneu, in eine 
Abtheilung bringt. In der zweiten Ziehung nimmt man Pf in der dritten 
g Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs iu den beiden 
letzten Ziehungen nur Kugeln von einer bestimmten Art (m^) erscheinen 
werden? Es sind folgende Fälle zu untersncben. 

4 
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i 

lu der ersten Ziehung erscheinen 

p Kugeln der bestimntfen Art, Kugeln von den flbrigen Arten, 
p—i - - - . 1 Kagel - . - . 

19. Ip-'i - - . . 2 Kugeln - - • - 

1 Kogel . • - p—l • * • 

Nach dem Früheren ist die Zahl der hiednrch bedingten Grappen, wenn 

die Zahl der übrigen Kugel* Arten derKfin&e wegen n^-f^s'f '''«'f ****^« 
= n gesetzt wird, 

u^i , mY'^^' n , mt"^»-^ «^, mj];^ «*«-^ . n*l-i 

Mit jedem dieser Fälle sollen {P'\-4) Kugeln von der bestimmten Art in 
den zwei folgenden Ziehungen in Verbindung treten« Es findet sich 

*r i2|i •-piTTi • |Pl\i7M 1 •••• IXTii • 1 • |i»|ii</ii T~jTTi"* 

Wird aus den Gliedern dieses Ausdrucks die Facultät -z- } . ^ u ausgeschie- 
den 9 so gebt derselbe in folgenden über: 

IPU.1911* pU iPU.i^fi* pU 

Die Zahl aller möglichen Fälle ist 

Hieraus ergiebt sich die getauchte Wahrscheinlichkeit 

20. er = '^' 



Dasselbe Resnhat wurde man erbalten haben, wenn man die Wabt^ 
scheinlicbkeit bestimmt hätte, dafs in der ersten Ziehung p, in der dritten 
q Kugeln einer bestimmten Art erscheinen werden , wdureud in der «wei«* 
ten Ziehung ib Kugeln herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu ken* 
neu, in eine besondere Abtbeilung gebracht werden. 
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Ffihren wir die obige Schlafsweise weiter fort, so finden, wir leicht, 
dals die Gleichung 90* unverändert bleibt, wenn auch Kugeln von einerlei 
Art in je zwei »päteru Ziehungen, sie mögen unmittelbar, oder nicht unmit- 
telbar aufeinander folgen, erscheinen sollen. Wird auch das in Frage ste- 
hende Ereignifs noch zusammengesetzler als bisher, so ändert sich doch an der 
Schlufsweise nichts; selbst nicht in dem Fall, wenn mehrere Kugel- Arten 
in den verschiedenen Abtheilungen vorkommen sollten. Berücksichtigen wir 
ferner, dafs dabei mehrere Kugel -Arten in einer und derselben Ziehung 
vorkommen können, und dafs die Ordnung unter den Kugelmengen, die in 
den verschiedeneu Ziehungen erscheinen sollen, keine Aenderuug des Re- 
sultats bedingt, so werden wir zu folgendem Satze geführt. 

81. Werden aus einer Urne, die beliebig viele Kugel «^ Arten ent- 
hält, mehrere Ziehungen gemacht, bei denselben die Kugelmengen p^, p^j 
p^y »••. Pr herausgenommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in verschie- 
dene Abtheilungen gebracht, und man dann verlangt, dafs in einer oder in 
mehreren Abiheilungen Kugeln von einer bestimmten Art oder von bestimmten 
Verhältnissen aus verschiedenen Arten enthalten sein sollen ^ so ist die Ord- 
nung, nach welcher die Kugeln in die verschiedenen Abtheilungen gebracht 
werden, oder die Ordnung unter den verschiedenen Abtheilungen, gleich- 
göltig, und es kann Jemand, der pf^ Kugeln von beliebiger Mischung aus 
einer Abtheilung zu entnehmen wünscht, dazu jede beliebige Abtbeilung 
wählen, wenn sie nur die gehörige Zahl von Kugeln enthält. 

Sind schon mehrere Ziehungen gemacht, und ist das Yerhältnifs der 
dabei erschienenen Kugeln bekannt, so ändert sich nach Maafsgabe der 
Gleichung 15« die Zahl der vorhandenen Kugeln; aber nicht die hier be- 
folgte Schlulsweise. 

Ein specieller Fall des hier behandelten allgemeinen Problems, näm- 
lich No. 16., findet sich im Journal de Fecoie polytecAru T. XV. Cah. XXIV. 
p0fi.264—278 auf ziemlich weitläufigem Wege behandelt. Das dortige 
Problem ist nur in der Form von dem hier aufgestellten verschieden, und 
zugleich sehr speciell. Bs lälst sich allgemeiner so stellen: 

In einer Urne sind r Kugel-Arten enthalten, p Kugeln werden heraus- 
genommen und, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine zweite Urne gebracht. 
Man sieht von den Kugeln der zweiten Urne ^ Kugeln heraus, und findet, 
dafs sie einer bestimmten Art angehören. Darauf werden noch weiter s Ku-* 

4* 
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gelo herausgenoiiimen. Wie grob ist die Wabrscheiiilichkeity dafs die ge- 
zogenen s Kageio der nämlichen Art angehören werden? 

Dieses Problem fällt mit folgendem zusammen. 

In einer Urne sind r Kugel -Arten enthalten. Man zieht ^ Kageln 
aus der Urne und findet sie von einer bestimmten Art. In einer zweiten 
Ziehung nimmt man «Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs diese Kugeln der nämlichen Art angehören werden? 

Denn es ist einerlei, ob man mehr als (p -^^ s) Kugeln (etwa p) auf 
einmal aus der Urne nimmt, in eine zweite Urne wirft, von diesen zuerst 
q Kugeln trennt, das Genannte bemerkt, dann noch weitere s Kugeln da- 
von trennt und den Rest zurückwirft: oder ob man aus der ersten Urne 
direct zuerst y Kugeln und dann weiter s Kugeln herausnimmt, nachdem 
man an den y Kugeln der ersten Ziehung das Genannte bemerkt hat. 

8. 7. 

Im vorigen Paragraph wurde das gegebene Problem unter der Vor- 
aussetzung betrachtet, dafs die Kugeln auf einmal aus der Urne genommen 
werden. Die Kugeln können aber auch einzeln aus der Urne gezogen 
werden« Es fragt sich, ob dann die nämlichen Gesetze noch immer gelten? 
Dies fuhrt zu folgender Frage. 

In einer Urne sind zwei Arten von Kugeln enthalten, von welchen die 
erste m, die zweite n Kugeln zählt. Man zieht r Kugeln einzeln heraus und 
wirft die gezogenen Kugeln nicht in die Urne zuröck. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen Kugeln von der ersten Art sind? 

Die Zahl der gunstigen Kugelgruppen ist m''''^^, die aller möglichen 
ist (m-j-ny^~\ Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Die*Bedinguugen sind wie oben. Man zieht zuerst p Kugeln einzeln 

heraus und bringt sie, ohne ihre Mischung zu kennen, in eine Abtbeilung ; 

dann nimmt man r Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen Kugeln zu-* 

räckzuwerfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in den r letzten 

Ziehungen nur Kugeln der ersten Art erscheinen werden? 

Es sind hier folgende Fälle möglich. In den ersten p Ziehongen 
erscheinen 
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p Kugeln der ersten Art und Kugeln der zweiten, 
p—t - - - - - 1 Kugel 
*' {p—2 2 Kugeln - 

p ^ ^ ^ 

Die Betrachtung des ersten Falles föhrt zu folgender Gruppen -Anzahl: 

Nach dem zweiten Falle kann eine Kugel zweiter Art mit p — 1 Ku- 
geln erster Art in Verbindung treten. Hiernach kommen die Zerstreuun- 
gen von zweierlei Elementen in p Fächer in Frage, so dafs ein Element 
der einen Reihe mit p — 1 Elementen der andern zusammentritt Nach $.42. 
der Combinationslehre ist die zugehörige Gruppen -Anzahl 

Nach dem zweiten Falle kommen die Zerstreuungen von zweierlei Ele- 
menten in p Fächer in Frage, so dafs zwei Elemente der einen Reihe mit 
p — 2 Elementen der andern Reihe in Verbindung treten. Die Gruppen- 
Anzahl ist 

Durch Fortsetzung dieser Schlösse ergiebt sich folgende Gruppen -Anzahl: 

Mit jedem der in 3. aufgeffihrten Fälle sollen p Kugeln der ersten Art in 
den r folgenden Ziehungen zusammentreten. Dies fuhrt zu folgendem Aus- 
drucke : 

B = niP^''(n^py^^'+^.nmr'^''(m-p'{-l)P^''^^ 

Die in Klammern eingeschlossene Reihe läfst sich nach folgender Gleichung 

summiren : 

4. (a+J)'i-«=:«»i->+^««-.i-.J4.^«.-n-XÄ.^.....^*ftx. 

Die Zahl der gflnstigen Kagelgrappen iat demnacb 
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die aller mdglicheo bt 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

Ver^eicht mau die ia 1. und 5. gefuudeneu Resultate mit deueu im vorigeu 
Paragraph gefuodeiien, 1. uod 4, so liegt ihre Ideotität vor Augen« Setzt 
mau nun die eben bezeichnete Schlufsweise weiter fort, so wird man auf 
folgenden Satz gefuhrt: 

6. Die im vorigen Paragraph gefundenen Gesetze gelten nicht nur, 
wenn die Kugelmengen auf einmal, sondern auch, wenn die Kugeln einzeln, 
aber in gleicher Zahl, aus der Urne genommen werden. 

Die Art und Weise, wie die Kugeln aus der Urne genommen werden, 
hat also unter den vorliegenden Bedingungen auf das zu erwartende Re- 
sultat keinen Einflufs; wie wir solches auch schon unter andern Yoratts^ 
Setzungen in S- 4. und $• 5. gesehen haben. 

S- 8- 
In einer Urne sind tn weifse und n schwarze Kugeln enthalten. Es 

wird ;9mal gezogen und jedesmal eine Kugel herausgenommen. So oft eine 
schwarze Kugel erscheint, wird sie zuräckgeworfen, so oft eine weifse er- 
scheint, wird sie durch eine schwarze ersetzt. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs nach p Ziehungen r weifse Kugeln erscheinen, also 
noch m — r weifse Kugeln in der Urne zurückgeblieben sind? 

Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannten Bedingungen eine weifse 

Kugel zu ziehen, ist — ; — , die, eine schwarze Kugel zu ziehen, ist — ~ » 

Diese Wahrscheinlichkeiten bleiben unverändert, so lange nur schwarze 
Kugeln erscheinen. Sie ändern sich, sobald eine weifse Kugel erscheint. 
Die Zahl der weifsen Kugeln vermindert sich dann um eine; die der schwar- 
zen vergröfsert sich um eine. Die Wahrscheinlichkeiten, eine weifse und eine 

schwarze Kugel zu zielien, gehen dann in — ,~ und — 1^ über. Ist noch 

eine weitere weifse Kugel erschienen, so ändert sich die Zahl der Kugeln 

wiederholt, und die Wahrscheinlichkeiten gehen in ^^ und ^^— über u. s. w. 

Zur Beantwortung der Torliegendea Vrage werden wir durch Be-- 
trachtung einfacher Fälle gelangeu. Wir bestimmeu zuerst die Wahrschein- 
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laelikeit, dab unter den genannteB Bediagougen gerade eiae yreibe Ka« 
gel (Dicht Diehr^ aiclit weuiger) gezogen werde. 

Soll dies geacbeheu, 00 aiflsaen folgende Fälle eintreten: die weifae 
Kugel eracbeint entweder gerade in ersten, oder im zweiten^ oder iia drit- 
ten n. B. Wm oder im /itea Zuge. Jeder Fall setzt voraos, dab in den 
ebrigeii p -^i Zögen nnr schwarze Kugeln erscheinen. Die WalHv 
aeheinlichkeit^ daCsi die weilse Kugel gerade in der ersten Ziehung er- 
edieiae, ist 

diejenige 9 daJGi sie gerade in der zweiten Ziehung erscheine ^ setzt voraus, 
dafs in der ersten und in den p — 2 letzten Ziehungen eine schwarze Kugel 
erscheine. Es ist also 

Diejenige, dafs ne gerade in der dritten Ziehung erscheine, erfordert 
das Vorausgehen von zwei und das Nachfolgen von p — S schwarzen Ku- 
geln. Sie ist 

Die Wahrscheinlichkeit, dals in der letzten Ziehung die weifise Kugel 
erscheine, beruht auf dem Vorausgehen von p — \ schwarzen Kugeln. 
Sie ist 

P (i»+M;p-A"fn+w (m-f w)P* 

Einer dieser Fälle kann eintreten. Die Wahrscheinlichkeit fär den 
angegebenen besondem Fall ist 

Die in den Klammem eingeschlossenen Ausdrucke stellen sieh als die Soai'* 
meuproducte der Verbindungen mit Wiederholungen aus den Elementen n, it-f 1 
zur (/?— l)len Classe nach S« 88. m. Combinationslehre dar. Diese Bemer- 
kung führt zu folgender Formel: 

Wir suchen nun die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Ziehungen gerade 
zwei weifse Kugeln erscheinen werden. 



1. tr = 



■. - - 
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Folgende Fälle genägen. Die beiden wei&en Kugeln ereebeinen gerade 
in der Iten n.Sten, Ken u.Sten, llen u.4ten u.8. w., llen n. pteii Ziehung , oder 
in der Steu u. 3ten, 2ten n. 4ten, 2ten u.5teu u. s. w., 2ten u. pten Ziebung, oder 
in der 3ten u.4(eu, 3ten u.öten, 3ten u.6ten u.s. w., 3ten u. /iten Ziehung n,s.\r., 
oder endlich in der (p — l)teu und plen Ziehung. Die Zahl dieser Fälle 
kommt mit den Zerstreuungen von zwei Elementen in p Fächer überein. 
Soll nun die jedem einzelnen Falle entsprechende Wahrscheinlichkeit be- 
stimmt werden, so ist zu beachten, dafs das Erscheinen einer schwarzen 
Kugel in den vorausgehenden, zwischenliegenden oder nachfolgenden Zie* 
hungen mit in den Calcul aufgenommen werden mufs. Es ergeben sich 
daher folgende Ausdrucke für die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten: 

_ ^^ (m— 1) (w+2)Pi^ _ m^\'Hn+2)P-'^ 

_ m (n + l) m— 1 (n+2)P-^ ^ m^l-^(>i+l)(>i+2y-^ 



w 



w 



n (n-f l)P-Mm— t) _ m^l-Vn+1)^» 



jM_ m (m— 1) (n +2)P-^ _^ m^i-'w( n- f2)P"» 

Der letzte Fall giebt 

ttP-*m(m—i) m^ ' "^ nP"^ 

^' (i»+»)'^'(m+w) («»+») (m+n)P * 

Die Zähler dieser Wahrscheinlichkeiten sind die Productensummeu der Ver- 
bindungen mit Wiederholungen aus den Elementen n^ ^-f I9 ii-[-2 zur 
(p — !2)teu Classe, wenn mau den allen gemeinschaftlichen Factor m^^'^ 
ausstöfsU Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Wird diese Untersuchung auf dem bezeichneten Wege fortgeführt, so er-* 
giebt sich für die Wahrscheinlichkeit des oben aufgestellten allgemeinen 
Problems folgender Ausdruck: 

*• "^ = (mtny ^^('^ "+^' "+2, n+3, ....»-|-^r^ 



J 
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Selzt mau r = fn, so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafs iu p Zie- 
huogeu alle weifse Kugeln erscheiuen werden. Sie ist 

Obgleich diese Gleichungen nur formell sind, so haben sie doch den Yor- 
theil, dafs sich die in §. 28. der Combinatiouslehre gegebenen Entwick- 
lungen auf sie anwenden lassen. Nach Nr. 86. pag. 63 wird aus 4. 

^ m'' \ -^ . J'' hP 

Nach Nr. 89. pag. 65 der Conibinationslehre geht 4. in 

über. Die Wahrscheinlichkeit, dafs in p Ziehungen alle weifse Kugeln 
erscheinen werden, ist aus 6. und 5. 

Die Glieder der Beiheu 6. und 8. convergiren stark, wenn p einiger- 
mafsen grofs ist. Bei Ermittlung der zugehörigen Zahlenwerthe lassen 
sich die in %. 29. der Combinatiouslehre angegebenen Methoden anwenden. 
Für nicht sehr genaue Näherungswerthe kann man sich auch folgender 
Verfahren bedienen. 

Es wird ohne bedeutenden Fehler in der Formel 8. ( ^ ,"" ) 
statt V *"?" ) , f *^"*"?"^ -) statt ( ^ ' ?~ ) u. s. w. gesetzt werden 
können. Durch Einfährung dieser Werthe in 8. erhält man annährend 

»• " = [«-(^=^)T- 

Hieraus folgt, dafs der Werth von to wächst, wenn /i wächst, und da(s 
bei hinlänglich grofsem p der Werth von w der GewMfsheit ganz nahe 
kommt ; wie dies bei immer weiterer Fortsetzung der Ziehungen stattfinden 
mufs. Die Gleichung 9. giebt daher die Möglichkeit, annäherungsweise die 
Zahl der Ziehungen zu bestimmen, die nöthig sind, um mit irgend einem 
Grade der Wahrscheinlichkeit alle weifse Kugeln erscheinen zu sehen. Es 
ist, nach einer einfachen Entwicklung: 

5 



10. p = _Lof(ir^V«» 



. m+w— -1 



Eben so läfst sieh die Zahl der ^eifseo Kugela atinäberungsweise besttm- 
meii, die mau in die Urue bringen mufs, um einen bestimmten Grad der 
Wahrscheinlichkeit zu haben, dafs bei einer Gesammtzahl von Kugeln («) 
alle weifse Kugeln in p Ziehungen erscheinen werden. Setzt man za dem 
Ende « = m -|- n, so entsteht aus 9. 



\\. m 
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Sind demnach in einer Urne 100 weifse und 100 schwarze Kugeln ent- 
halten, so mufs man nach 10. 989,6 Ziehungen machen, um 1 gegen i 
weiten zu können, dafs unter obigen Bedingungen keine weifse Kugeln 
mehr in der Urne zurück sein werden. Befinden sich 10 weifse und 10 
schwarze Kugeln in der Urne, so sind zu dem nämlichen Zweck 52,4 Zie- 
hungen nöthig. 

Die Art, wie Laplaee dieses Problem behandelt, sieht man No. 17. 
pag. 284 seiner TAeor. analst, des probab. 3^ ed. Par. 1820. 

%. 9. 

In eftier Urne sind m weifse und n schwarze Kugeln enthalten. Es 
wird pnnd gezogen und bei jeder Ziehung eine Kugel herausgenommen. So 
oft eine weifse oder eine schwarze Kugel erscheint, wird sie zurOck- und 
eine schwarze mit ihr in die Urne geworfen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in p Zi^ungeu r weifse Kugeln erscheinen werden? 

Die Anzahl der Kugeln ändert sich mit jeder Ziehung und wächst um 
die Einheit. Die Kugelmengen sind daher, nach der Reihenfolge der Zie- 
hungen, m-fw, wi-fn-j-l, i»-fw+2, w-fw-f 3, .... m-f w-f/i— 1. Die 
Zahl der weifsen Kugeln bleibt ungeändert; die der schwarzen aber wächst 
gleichfalls mit jeder Ziehung um die Einheit, und ist der Reihe fiach n, 
n-j-l, M^S» •••• ii-f-|9 — 1. Demnach werden auch die Wahrsdieinlich- 
keiteu, in den verschiedenen Ziehungen eine weifse oder eine schwarze 
Kugel zu ziehen, veränderlich sein und von der in der Urne befindlidieti 
Kugel -Anzahl abhängen. Die Wahrscheinlichkeiten , eine schwarze Kugel 
in der ersten, zweiten, dritten u. s. w^ pten Ziehung zu eriialten, werden 
der Reihe nach 
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seiu. Die Wahrscheiiilichkeiteu, eine weifte Kagel zu erbalteii, werden »ein : 

9 ^ w* m m m 

*• iiTfTr m+w + l ' w4-w + 2 ' m+w + 3 ' •••• ^+7r+7iri' 

Wir erwägen zuerst die Frage: Wie groCü ist die Wahrscbeinlich- 
keit, dal» in p Ziehungen gerade eine weifse Kugel erscheinen werde? 

Die weifse Kugel kann entweder gerade in der ersten oder in der 
zweiten, dritten tu s.w., oder in der letzten Ziehung erscheinen. In jeder 
der ubrigeu Ziehungen darf sofort nur eine schwarze Kugel erscheinen* 
Führen wir nun die zugehörigen Wahrscheinlichkeiten aus den Formeln 1. 
und 2. ein, so erhalten wir folgende Zusammenstellung für die» zu bestim* 
niende Walirscbeiulichkeit: 



w 



m 



n-\-l n-{-2 m4-3 ^4-» — 1 

■•. . , • • • _ a ' . . '^ > A M A '. » ■ 111- 



m-j-w * m-fw + l ' m-f »-f 2 * m-f w-)-3 * *'* m-|-H-f/i — 1 ' 

I n m n4-2 h -\-3 ^-\-p — 1 

' i»-f M * m-f w + 1 " m-f w-P2 * i»-}-w+3 '*' * m-fn'\-p — 1' 

_L '* H-ft m M-f-3 l^-{-p — t 

' m+M * m+w-f 1 ' m-f-w-f 2 ' m+M-f 3 **'* m-fw-f/i — 1 ' 

_L ** _ ^*iJ_ yi-f2 m fi-f-y — t 

* m-f-w * m-f w-f 1 * »w-j-M-f 2 * m-|-w+3 **** m-fw+i» — 1' 

I >i ^*4-l n+2 M-f 3 j>»-fp-2 m 

' m+M * m + w + l * m-f-» + 2 * m + w-f 3 **** m-f-w-f/^-2'm+M-f/'-^ * 

Wird der allen Gliedern gemeinschaftliche Factor . , ^,j^ ausgeschieden, 

so bilden die zurflckbleibenden Ausdrucke die Summen der Producte aus 
den Verbindungen ohne Wiederholuugen zur (/» — l)(en Classe der Ele- 
mente n, i»-|-t, »4-3, .... n-{^p — i. Für die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ergiebt sich dami folgender Ausdruck: 

Untersuchen wir nun die Wahrsclieinlidikeit, gerade zwei weifse Kugeln 
in p Ziehungen zu erlangen, so ergiebt sich das nämliche Schema, wel- 
ches der Gleichung 3. im vorigen Paragraph vorausgeschickt wurde. Wen- 
den wir dieses Schema auf die Formeln 1. und S. an, so evhalten wir fol- 
gende Zusammenstellung für die fragliche Wabrscheinlidikeit: 

6* 



L 
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' m-fw* m-}-w-f"^ * m-f-w-|-2 * m-fw-f3 "■ *'*' m+n + /i— 1 ' 
■ m n-f t w-f 2 m ■ n-f/? — 1 

, w n-f t n-f-2 H-|-3 , m m 

' m-f-w* m + w+l * m-)-n-j-2 * m-fw + 3 ' *'** m+ft+/'-2'm-|-w+;i-l * 

Die Ausscheidaug des gemeinschafilicheD Factors aus sämmtUchen Gliedern 
dieser Formel erzeugt Gebilde, welche die Sumtneu der Prodncte aus den 
Verbindungen ohne Wiederholungen zur (p — 2)ten Classe der Elemente 
n, «-fl, »4-2, »-f3, .... n'\-p — 1 sind. Die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ist demnach für den vorliegenden Fall 



m 



^- «"= («>+"oPix ^<^(>'> «+*' »+2, n+3, .... n-\-p-ir'' ^ 

Wir werden bierdurcb auf ein leicht erkennbares allgemeines Gesetz geführt. 
Die Wahrscheinlichkeit des in Frage stehenden allgemeinen Problems wird 
durch folgende Gleichung angegeben: 

oder, wenn wir die Formel 70. §. 26. der Combinationslehre benutzen, 

Benutzt mau aber die Gleichung 73. S. 26. der Combinationslehre, so er- 
giebt sich 

(1, 2, 3, 4, •.../i-l). 

Hier bedeuten SC\ SC\ SC\ .... die Prodnctensummen der Yerbindongeu 
ohne Wiederholungen zu der ersten, zweiten, dritten Classe u. s. w. der 
untergeschriebenen Elemente. Endlich erhalten wir aus 77. $• 27. der Com- 
binationslehre folgenden Ausdruck für 5«: 

Für diese Gleichung sind die Entwicklungen von 80« pag. ö4 der Combi- 
nationslehre zu berficksichtigen. 
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8. 10. 

In einer Urue sind n, mit den Zahlen t, 3, 3, 4, ••.. n bezeichnete 
Kugeln enthalten. Mau nimmt p Kugeln einzeln heraus. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit^ dafs wenigstens eine Kugel grade in derjenigen Ziehung 
erscheinen werde, welche durch die ihr aufgeschriebene Zahl angezeigt ist? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der gfinstigen Kugelgruppen mit 
der Anzahl der Stellen -Elemente fibereinstimmt, welche entstehen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen von n Elementen zur pten Classe 
gebildet werden. Diese Anzahl ist in 134. §• 43. der Combinationslehre ange- 
geben. Wird sie durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen itP'"^ gemes- 
sen, so ergiebt sich folgender Werth fär die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

Werden unter den genannten Bedingungen alle Kugeln gezogen, so geht 
p in n über und die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist aus 1.: 

Bedeutet n eine etwas grofseZahl, so geht 2. in folgende Gleichung aber: 

3. IT = 1—«-^ = 0,6321205.... 

Hier ist e die Zahl, deren natürlicher Logarithme die Einheit ist. Die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammen- 
treffen werde, ist aus S., wenn alle Kugeln gezogen werden, 

Fär ein nicht zu kleines n wird hieraus 

6. M7 = e-^ = 0,3678794 .... 

Die Gleichungen 3. und 5. gelten schon , wenn die Zahl der in der 
Urne befindlichen Kugeln SO und mehr beträgt. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs gerade r Kugeln, nicht mehr, und nicht weniger, in der Zie- 
hungsreihe mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden? 

Die Zahl der günstigen Gruppen leitet sich aus der Gleichung 142. 
^44. der Combinationslehre ab, wenn dort p statt q gesetzt wird. Wird 
durch die Zahl aller möglichen Kugelgroppen getheilt, so findet sich fflr die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
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Durch WegLissuDg der gleicbeu Factoreu erhält mau 

Werdeu alle Kugelu gezogen^ so is^t p = n uud es wird hieraus 

Ist (n—r) uicht zu kleiu, so bat mau 

Die Gleichuug 6. dieut, folgende Frage zu beaotworteu. 

Die Bedinguugeu sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheiu- 
liebkeit 9 dafs wenigstens r Kugeln mit deu ihnen aufgeschriebenen Zableu 
in p Ziehnngen zusammentreffen werden? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit bestimmt sich, wenn wir aus 6. die 
Wahrscheinlichkeit abnehmen, dafs gerade r, r^-l» ^4"-^' **** P~^9 /^Ku- 
geln mit den aufgeschriebenen Zahlen zusammentreffen werden. Setzen wir 
ailmalig die genannten Werthe in 6», so erhalten wir Folgendes, nach etwas 
veränderter Darstellung: 

i ffl'^'ll-i fiH-2|-l Mr4.3i-1 1 

1 Tfl^'+^l-l «'■+31-1 !!'•+♦ I-l 1 

SämmtUche Glieder dieses Aasdrucks sind mit der Facultät —^y^ verbun- 

den. Lassen wir dieselbe vorerst unberficksichtigt ond beachten die iu 
den Klammern eingeschlossenen Beihen, so lassen sich d^elben in scUef-^ 
liegender fiißhtuQg zusammenzählen. Dabei ist uur notbig, die betgleiteiH 



^ »^ .^ 
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den Facnltaten von p so gleichen Dimensionen zu erganzen. Dies giebt 
folgende Umformougen : 

u. 8. w. Die io Klammern eiogescblossenen FacoUäten von r unterliegen 
folgendem Gesetze: 

Daraus erhalten wir folgenden Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit : 

oder in anderer Darstellung: 

11 _ p^l-^ r r >-r , r /y-rVI-' 

Werden alle Kugeln gezogen, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens 
r Kugeln mit den ihnen aufgeschriebenen Zahlen zusammentreffen werden, 
^o _ i fi 1 , 1 1 , 1 

1». w — ^^_^^, ly — jljpi-t i.2(r+2;,~ 1.2.3(r-(-3) "T— J* 

Nun läfst sich auch die W^ahrscheinlichkeit bestimmen, dafs höch- 
stens r Kugeln mit den aufgeschriebenen Zahlen in p Ziehungen zosam- 
mentreffeu werden. Zu dem Ende ist 11. von der Einheit abzuziebeu und 
dann (r-|-l) statt r zu setzen. Dies giebt 

19. «7—1 j^j n ^^,^, , ., j 1 ^^2 . „_y_ j i- j, , , ^^^3^ \ ,»_r-l/ 

(r+l) / p-r-i yi-' . 1 
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Endlich leitet sidi aoch aos 11. die WabrscbeifiUdikeit ab, dafs ia 
;; Ziehungen wenigstens r^ und höchstens s Kugeln mit den aufgeschriebe- 
nen Zahlen zusammentreffen werden. Die Bestimmung dieser Wahrschein- 
lichkeit beruht nämlich darauf, dafs entweder gerade r, oder r-f 1, oder 
r-^-Uy •••., oder s Kugeln mit ihren Zahlen zusammentreffen. Es ist dem- 
nach in 11. ^-fl statt r zu setzen und das erhaltene Resultat von IL 
abzuziehen. Dies giebt 

r /p~ryi-^ , ] 

___£!lü:l fl — ^+i p-g— 1 I ^+1 / y-jy-i y-' 

S- 11. 

In einer Urne sind m Arten von Kugeln enthalten. Jede Art enthalt 
gleich viele Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• n bezeichnet sind. 
Es werden p Kugeln einzeln herausgenommen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel mit ihrer aufgeschriebenen Zahl 
in der Ziehuugsreihe zusammentreffen werde? 

Die günstigen Kugeigruppen kommen mit den Stellen -Elementen 
überein, die entstehen, wenn die Versetzungen aus m gleich grofsen Ele* 
uienlenreiben zur;iiten Classe gebildet werden. Diese Zahl ist in 146. $.45. 
der Combinationslehre angegeben. Man hat dort p statt q und m statt p 
zu setzen. Wird durch die Zahl aller möglichen Kugeigruppen gemessen, 
so ergiebt sich fär die gesuchte Wahrscheinlichkeit folgender Ausdruck: 

Die Reibe bricht ab, wenn ein Glied negativ werden oder in übergehen 
sollte. Werden n Ziehungen gemacht, so wird p = n und es ist 

Diese Gleichung gilt nicht nur für die erste Ziehungsreihe, sondern auch 
nach $. 7. für jede spätere Reihe, worin n Ziehungen gemacht werden ; vor* 
ausgesetzt, dafs die Beschaffenheit der gezogenen Kugeln nicht bekannt ist. 
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Die BediDgimgen ftind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscbein* 
liebkeit, daf8 in p Ziebungen gerade r Kugeln mit den aufgeschriebenen 
Zahlen zusammentreffen werden? 

Die Zahl der gunstigen Fälle ergiebt sich aus 15 L $.46. derCom- 
binationslehre. Sie ist 

p'-^-^fnr r m/p— ryi-^ , m^ / y— ry »-^ m« ( p—r V^'^i 1 

•^- ^— ir\i ^fnnY I -U 1 \m-rf "" 12 1 1 K^n^i^r) V I ^ W-r/ + • - •]• 

Mit Hälfe dieser Gleichung sind wir im Stande folgende Frage zu 
beantworten. Wie grofs ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugein mit den aufgeschriebenen Zah- 
len zusammentreffen werden? 

Wenden wir das nämliche Verfahren an, welches in %. 10. zu der 
Gleichung 10. führte, so ergiebt sich folgende Bestimmung für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit Mau findet 

. m'''"^ / p Y»-^ r^ rm p—r . rm^ / p—r y »-^ 

^* ^~ rii VmJ L^ r+1 • mr— r ''"l^lHr + 2) \m»—r/ 

rm« ( p — r yi-^ , ] 

Auf gleiche Weise wie in $. 10. ergiebt sich fdr die Wahrscheinlichkeit, 
dafs höchstens r, also*. entweder r, oder r — 1, oder r — 2, .... oder 1, 
oder keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werde: 

±^^\^\mn/ L r-|-2 Vmw-r-l/ ' P'^(r+3) V>iu*-r-l/ 

(r+l)m» /^-r-iyr-i i 

13|i(r+4)*W-r-l/ "T— -r 

Aus 4. ergiebt sich die Wahrsöheinlichkeit, dafs unter den genannten Be- 
dingungen wenigstens r und höchstens s Kugeln mit den anfgeschriebenen 
Zahlen in p Ziehungen zusammentreffen werden. Sie ist 

_ '»*^' /J»_\*+»I-' r. (»+!)» (p-*-i\ I m«(>4-l) ^ p-j-i yi-^ 1^. 

Ffn^'Vmn/ L* »4-2 Vi»«-»-l/"T'l*l»(»+3)W-»-l/ > '••*] '* 



«) In diesem und dem vorhergehenden Paragraph haben wir der Kfiize wegen 

/«Y »-».,, o^» a(a— l)(a— 2)....(a— x+l) ... , ' . 

Kj) •*•" -FPi = 6(&~t)(ft-2)....(6-x4-l) «««hnebeu, and werden auch 



känftig diese Beasiehungsart beibehalten. 
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Die in diesem Paragraph grfimdeaeo GleichongeD laaseo sich auf 
sehr einfache Ausdrücke bringen, wenn sehr grofse Zaiilen vorkommen 
und die ndherungsweise Wertbbestimmung genügt. In diesen Fällen kön- 
nen die Gleichungen aus der Combinalionslebre pag. 112 u. ff. angewen- 
det werden. 

Wird in der Gleichung 2. für n eine etwas grofse Zahl angenom- 
men , so können statt der Facultälen von n und uin ohne bedeutenden Feh- 
ler die entsprechenden Polenzen gesetzt werden und die Gleichung geht in 

folgende über: 

111 
7. tr = l— -^pTTT 4" "JäTi "pn •••• = \~e^^. 

Wenden wir die nämliche Bemerknng auf die Gleichungen 3. und 4. an, so 
ergiebt sich, dafs sich die Wahrscheinlichkeiten der in diesem Paragraph 
betrachteten Fälle denen des vorhergehenden Paragraphen nähern; und 
das um so mehr, je gröfser n wird. Die Werthe der Wahrscbeinh'chkeiteu 
werden im Allgemeinen um so kleiner sein, je kleiner die Zahl der Zie- 
hungeti ist und je weniger Kugel -Arten bei einerlei n vorkommen; sie 
werden um so gröfser sein, je gröfser die Anzahl der Ziehungen ist und 
je mehr Kugel -Arten bei einerlei u vorkommen. Die Wahrscheinlichkeiten, 
welche bei mehreren Kugel- Arten in Frage stehen, werden sich denen, 
bei einer Kugel- Art um so mehr nähern, je gröl!ser die Zahl der Kugdu, 
welche in jeder Art vorkommen, im Verhällnifs zu der Zahl der Kugel- 
Arten ist, Ojder je gröfser n im Verhält nifs zu m ist. 

Bei den entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten treten die umge- 
kehrten Verhältnisse ein. Die Werthe 3. und 5. §• 7« bilden demnach die 
Grenzen, um welche die Wahrscheinlichkeiten schwanken und von welchen 
sie sich mehr oder weniger entfernen. 

Zieht man nun aus einer Urne, welche vier Kugel -Arten enthält, 
von denen die Kugein jeder Art mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• 8 bezeichnet 
sind, acht Kugeln einzeln heraus, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs we- 
nigstens eine mit der aufgeschriebenen Nummer zusammentreffen werde, 
nacti 2.: 

^ = 1 i2ii.32'i-< » 131*. 32^^-* '"•• ^^ 0,650258 ..*• 

Werden aus einer Crne, die nur acht, mit den Zahlen 1, 2, 3, •••• 8 be* 
zeichnete Kugeln enthält, alle einzeln herausgenommen > so ist die Wahr«- 
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scheiulichkett, die aofgeschriebeoe Nummer einer Kugel mit der Orduung»- 
zahl der Ziehung übereinstimmen zu sehen, 

w = 1 — "prr "f "jTTT — fTfi — ••••'jiTr = 0,632118055.... 

MerkwOrdig ist es, dafs die Werlhe der Wahrscheinlichkeiten bei 
s&unehoiender Kugelzahl, und bei gleichförmig zunehmender Zahl der Zie- 
hungen, nicht regelmäfsig steigen oder fallen, sondern um die in $• 10. 
3. und 5. angegebenen Grenzwerthe hin und her schwanken, und regel- 
mäfsig, abwechselnd, bald gröfser, bald kleiner als diese Werthe sind« 
Werden nämlich aus einer Urne, die 1, oder 2, oder 3, oder 4 Kugeln 
von einer Art u. s.w. enlhält, jedesmal alle gezogen, so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten, dafs wenigstens eine mit der aufgeschriebenen Zahl zu- 
sammentreffen werde, 

För die entgegengesetzten Wahrscheinlichkeiten verhält es sich auf ent- 
gegengesetzte Weise; uemlich es ist 

Dies scheint Laplace übersehen zu haben, wenn er pag. 223. TAeor anälyt 
d. probat, behauptet, dafs' in 9. die Wahrscheinlichkeiten wachsen, wenn n 
wächst. Die Prämissen, worauf er seine Schlüsse gründete, scheinen für 
den E^all, welchen er behandelte, und für welchen er Schlüsse ziehen wollte, 
nicht zulässig. Bei unveränderlichem m und n wachsen in der Gleichung t. 
dieses Paragraphen und in 1. g. 10. die Werthe der Wahrscheinlichkeiten, 
wenn p wächst. 

Das vorliegende Problem hat Laplace in seinem eben angefahr- 
ten Werke Nr. 9. behandelt. Er hat die Gleichungen 1. und 3. ent- 
wickelt Das Problem in 10. hat Euler in Bist, de VAcademie roy. 
d. Sciences et bell, lett 1752. pag. 255 n. tf. behandelt. Er hat die Glei- 
chungen 2. 3. und 5. entwickelt und auf mehrere besondere Fälle an- 
gewendet. $eiue Entwicklungsart ist etwas weitläufig. Auf Seite 270 
geht Euler von der unrichtigen Ansicht aus, dafs sich die in §. 10. ent^ 
wickelten Gleichungen auf die in diesem Paragraph behandelten Fällö an* 
wenden lielsen. 

Heben wir in den Ausdrucken 4. &. und 6. die Zähler heraus, 
so beantworten sie Probleme aus der Combinationslehre. Im ersten iViU 

6 * 
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wird die Anzahl der Groppeu bestimmt, in welchen wenigstens r Elemente 
auf der zagehörigen Stelle erscheinen, wenn die Versetzungen ohne Wie- 
derholungen aus m Eiementenreihen zur pten Classe gebildet werden, voo 
denen jede n Elemente hat Behalten wir die in der Combinationslehre 
angenommene Bezeicbnungsweise bei, so ist 

10. Ä4-[r,r+l,r-f2,...,;?/ai,ii2,,...ii^; *i,*2>—.*n;-..»in»»2,-..iit„;f 

Im zweiten Falle wird unter den nämlichen Bedingungen die Zahl der 
Gruppen bestimmt, die höchstens r Elemente an der zugehörigen Stelle ha- 
ben. Es ist 

11. Ä-{-[0, l,2,....r/ iiji, «2, .... a„; *i, *25 •..• Ki •••• »»ji,in2, .... mj'* 

Im dritten Falle wird die Zahl der Gruppen bestimmt, in welchen unter den 
genannten Bedingungen wenigstens r und höchstens s Elemente auf der 
zugehörigen Stelle erscheinen. Sie ist 

12. Ä+[r, r-fl, ....^; «i, Oj, ....o»; *i, £29 •••• ^n; .... m^, «12» ....m„]^ 

Soll die Zahl der Stellen - Elemente für die vorliegenden Probleme 
bestimmt werden, wenn nur eine Elementenreihe vorhanden ist, so ergiebt 
sie sich leicht, wenn in den eben gefundenen Formeln «n == 1 gesetzt 
wird. Die Gleichungen 10. 11. und 12. beantworten die Probleme, worairf" 
S* 44. und 46. der Combinationslehre aufmerksam machen. 
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S. 12. 

In einer Urne sind m, in einer andern n Kugeln enthalten. Aus 
jeder wird eine willkürliche Anzahl von Kugeln herausgenommen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs aus jeder Urne gerade p Kugeln ge-- 
xogen werden? 

Aus der Urne, welche m Kugeln enthält, können ^^ Gruppen 
genommen werden, von denen jede p Kugeln enthält. Aus der zweiten 
können — ^j^ solcher Gruppen hervorgehen. Jede einzelne Kugelgruppe, 

die aus der ersten Urne gezogen wird, kann sich mit allen, die aus der 
Urne gezogen werden, der Reihe nach verbinden und der Aufgabe genü- 
gen. Die Zahl der gunstigen Fälle ist daher 



1. 



j[PM • jpli 



Die Kugelgruppen,, welche aus der ersten Urne, die tn Kugeln ent- 
hält, hervorgehen können, werden entweder eine, oder zwei, oder drei 
n. s. w«, oder m Kugeln zählen. Die Bestimmung der, sämmtlichen Fällen 
zugehörigen Gruppen -Anzahlen fährt zu folgendem Ausdruck: 

£ben so ergiebt sich fOr die Zahl aller möglichen Kugelgruppen, die aus 
der zweiten Urne hervorgehen können: 

U M^I-l »31-1 W"*~* * 

Sämmtliche in Ai und A2 enthaltene Kugelgruppen können sich miteinander 
verbinden. Die Zahl aller möglichen Fälle ist daher 

2. J^„ = (2'»-l)(2'"-l). 

Aus 1. und 2. ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs ans beiden Urnen gleichzeitig gleichviel Kugeln gezogen werden? 

Die günstigen Fälle sind folgende. Es werden entweder eine, oder 
zwei, oder drei a. s. w«, oder n Kugeln gleichzeitig aus beiden Urnen ge- 
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zogen , wobei n kleiner als m angenommen wird. Die Zahl der gäustigeu 
Fälle ist nach den , vorstehenden Erörterangen zu No, 1«: 

•^ 1*1 • 1^1 i • l^M T 1311 • fi\i !"•••• jn|i • i»|i • 

Wenden wir auf diesen Ausdruck die in $• 142. und 143. pag. t57 u. ft 
m. DiiTerenzencalculs gemachten Bemerkungen an , so gebt die Zahl in fol- 
gende über: 

Wird dieser Ausdruck durch die Zahl aller möglichen Fälle nach 8. ge- 
messen, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

- _ jm+nY^'^ t 

^ ~ l''l*(2'"— 1)(2'»— 1) (2~ — 1)(2''— !)• 

Ist die Kugel- Anzahl in beiden Urnen gleich , also n=^m, so ergiebt sich 

hieraus 

ß _ (2m)^'"'-^ 1 

Ist die Kugel -Anzahl in beiden Urnen sehr grofs, so erhalten wir nach 
$• 143. pag. 259 des Differeozencalculs 

ß 1.3.5,7.,«>(2m— 1) 

"^ ~ 2.4. 6. 8.. ..2m * 

Da nun bekanntlich bei sehr grofsem m, näherungs weise 

* i.3.3.5.ö.7....(2in— l)(2m+l) 

ist, do ergiebt sich hieraos leicht folgende Gleichung: 

1 

^ y(i«{2in-M))' 

oder, da bei sehr grofsem m, 2m statt 2mn gesetzt werden kann, 

9 1 

y(«i») 

7t ist das Verbäitnifii des Durchmessers zur Peripherie des Kreises. Aus 
7. folgt, dafs die gesuchte Wahrscheinlichkeit sich verkleinert, je gröOser 
die Zahl der Kugeln wird. 
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Brhebea zwei Personen gleichzeitig und auf's Gerathewohl 1, 2, 3, 
oder 4 Finger, so ist nach 4. die WabrscheinlichlLeit, dafs beide die gleiche 
Zahl treffen werden, ^^ = 0,30622 ...•, also beinahe i. 

Von zwei Urnen enthält jede m Kugeln, die mit den Zahlen 1, 2, 
3, •••• m bezeichnet sind* Man zieht gleichzeitig ;i Kugeln aus jeder Urne. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs sie die gleichen Zahlen tragen? 

Die Zahl der verschiedenen Fälle, in welchen p Kugeln aus der 
einen Urne genommen werden können, ist 

Jeder einzelne Fall, der bei dem Ziehen aus der einen Urne möglich ist, 
kann mit demselben, der bei dem Ziehen aus der andern möglich ist, nur 
einmal zusammentreffen. Die Zahl aller gäustigen Fälle ist demnach unter 
dem vorstehenden Ausdrucke begriffen. Die Zahl aller möglichen Fälle 
ergiebt sich aus 1., wenn n :t=f» gesetzt wird. Die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit ist demnach 

Es wird unter den nämlichen Bedingungen gezogen. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs aus beiden Urnen gleich viele und mit den 
Dämlichen Zahlen bezeichnete Kugeln erscheinen werden? 

Es können entweder eine, oder zwei, oder drei u. s. w. , oder tn Ku- 
geln aus jeder Urne gezogen werden, 'welche die gleichen Zahlen tragen. 
Die Zahl der günstigen Fälle ergiebt sich, wenn 1, 2, 3, .... rn in 8. statt 
p gesetzt wird. Sie ist 

-^ — ^T 1211 T "jaii !-•••• "i^STT — ^ *• 

Die Zahl aller möglichen Fälle giebt 8., wenn m statt n gesetzt wird. 
Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Sind drei Urnen vorhanden, und werden p Kugeln gleichzeitig aus jeder 
herausgenommen, so ist die Wahrscheinlichkeit^ dafs sie ^ gleichen Zahlen 
tragen werden: 

iPM.jPli 



W 



mPi-*.mPi-* 
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^ Hieraus ergiebt sich allgemein, wenn r Urnen vorhanden sind, fflr 
die Wahrscheialichkeit, dafs p gleichzeitig ans jeder Urne gezogene Ku- 
geln dieselben Zahlen tragen werden: 

Eben so ergiebt sich allgemein aus 10. für die Wahrscheinlichkeit, 
dafs überhaupt die gleiche Anzahl gleichbezeichueter Kugeln erscheinen 
werde, wenn aus r Urnen gezogen und aus jeder willkürlich irgend eine 
Anzahl Kugeln genommen wird: 

Es ist nicht eine noth wendige Bedingung, dafs die Anzahlen von 
Kugeln in den verschiedenen Urnen gleich sind. Sie können auch un- 
gleich sein. FOr diesen Fall gehen die Gleichungen 11. und 12. in fol- 
gende über: 



14. w 



(2"»— 1)(2'"'— 1)(2"*— i) .... (2"'-l) 

wenn m^ die kleinste Kugel -Anzahl bedeutet. 

ff 

In einer Urne sind m Kugeln enthalten. A nimmt irgend eine An- 
zahl von Kugeln heraus, und B ruft gleichzeitig irgend eine Zahl, die klei- 
ner als m-^-l ist, au». Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs beide 
die gleiche Zahl getroffen haben werden? 

Die Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs A jede beliebige Zahl 
von Kugeln, also 1, 2, 3, .... ai» ziehen kann. Die Zahl der gänstigen 
Fälle ist, nach den zu 2. vorausgeschickten Bemerkungen: 

Die Zahl aller möglichen Fälle ist aus den nämlichen Gründen 2'" — 1 • 
Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ist daher tr = 1 , und wird also zur 
GewifsAeit. Die Wahrscheinlichkeit, dafs B eine bestimmte, unter m mög- 
liehen Zahlen (reffen werde, ist — . Demnach ist die gesuchte Wahr- 
scheiulichkeit 

15. w s=z —. 

m 



49 

$. 13. 

lu eiuer Urne befinden sich tu Kageln. Jemand uimint aufti Geradie- 
wohl eine Anzahl Kogeln heraus. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs die herausgenommene Anzahl von Kugeln gerade, und wie grofs, dafs 
sie ungerade sein werde? 

' Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine gerade Anzahl von Kugeln erschei- 

nen werde, beruht darauf, dafs entweder zwei^ vier, oder sechs Kugeln u. s. w. 
gezogen werden. Die gunstigen Fälle sind 



• • • 



Soll eine ungerade Anzahl von Kugeln^ also eine, drei, fünf n. s. w. ge- 
zogen werden, so ist die Zahl der günstigen Fälle 

Nun ist 

4. u — (^1— i; — 1 — j^ -j-^nr — •••• (— ; *prrr- 

Wird 1. und 2. zusammengezählt, von der erhaltenen Summe die Zahl 2 
abgezogen und dann das Resultat durch 2 gemessen, so entsteht 

3. Ai = i(2-f 2.-J2]— -f ^•"iri'r'f •••• —2) = — ^ — = 2'"—!. 

Wird die Gleichung 2. von 1. abgezogen und das erhaltene Resultat durch 
2 gemessen, so ist 

4. A2 = i(2m-|-2.-j3^— +2--^|— + ••••) = -y = 



im— 1 



Die Zahl der möglichen Fälle ist nach den Vorbemerkungen zu 2, $. 12. 

A = 2^ — 1. Hiernach ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine gerade Anzahl 

von Kugeln gezogen werden wird, , 

2«-i — 1 

die Wahrscheinlichkeit, dafs eine ungerade Anzahl von Kugeln gezogen 
werden wird, ist 

2"»— 1 
6. le = 



2«— !• 

7 
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Diese WabrscheinlicbkeiieD Qäherii sich -immer mehr der Gleichheit, je grö- 
6$et m wird, uud der Uotenicbied wird immer uobedeateoder. Bei klei- 
nen tu i«t der Unterschied bedeateoder. 

lu einer Urne sind m sohwarKe und n weifee Kugeln enthalten. Man 
nimmt eine gerade Anzahl von Kugein heraus. Wie grob ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs von jeder Farbe gleich viele Kugeln erscheinen werden ? 

Dies wird geschehen, wenn eine weifse und eine schwarze, zwei 
weifse und zwei schwarze Kugeln u. s. w. erscheinen. Die Zahl der 
günstigen ITaile ist, wie aus den Bemerkungen zu 4. $. 18. erhellet: 

•• -^i — fn.n-] |2|i • j2|i I |3U • |3|i T •••• — [TTil *• 

Hier i^t n<;m« Die Zahl aller möglichen Fälle ist 

ö. ^2 — jTii I i*\i 1 iöTi r • • • • — 2 — ' 

wie sich aus 3« ergiebt. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Enthält die Urne gleich viele weifse und schwarze Kugeln, so geht der 
vorstehende Ausdruck In folgenden Aber: 

lU. w — (1.2.3... .m)»(2«'^A-^l) 2»«-^— 1 ' 

Nach den Gleichungen 5. und 6. S* 12. erhalten wir für sehr grofse im.* 

11. tr = "7 7. 

» 

Der Werth der gefundenen Wahrscheinlichkeit ist doppelt so grofs als der 
in 7. §. 12. gefundene. 

Es sind die nämlichen Bedingungen wie oben gegeben. Man nimmt 
nach Willkür eine gerade Zahl von Kugeln heraus. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs von jeder Farbe gleich viele und gleich bezeichnete 
Kugeln erscheinen werden? 

Nach den Bemerkungen zu 10. $. 12. ist die Zahl der gunstigen Fälle 

12. ^ = »»i--jrrr TTTfr +•••• = 2 —1; 

die Zahl aller möglichen Fälle ist in Nr. 8. dieses Paragraphen angegeben. 
Die Wahrscheinlichkeit ist demnach 

AO 2«— 1 

10. W = 2m-H.-t_| ' 
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Fdr sebr groise m wird . 

zu setzen sein. 

Oie Gleichungeo dieses und des vorhergebeodeu Paragraphs baugeu 
ibrem Inhalte nach zdsamnien und sind desbalb hier zusammengestellt. Das 
erste Problem dieses Paragrapbs ist nacb Lacroix ( Wahrscbeinlichkeits- 
Recbnung 8.48.) von Bertrand und dann von Laplace in Theor. analyt. 
d. probab. Nr. 6. behandelt. Dort findet sieb aufserdem auch noch die 
Gleichung 11« dieses Paragrapbs entwickelt. 

$. 14. • 

in einer Urne befinden sich m Kugeln, die mit den Zahlen 1, !>, 3, 4, .... m 
bezeichnet sind. Es wird /; mal gezogen und jedesmal eine Kugel heraus* 
genommen, die man nach der Ziehung in die Urne zurückwirft. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe der auf den gezogenen Ku- 
geln eingezeichneten Zahlen gerade s betragt? 

Die Anzahl der günstigen Fälle kommt, wie leicht zu sehen, mit 
der Zahl der Gruppen dbereiu , welche entstehen , wenn die Versetzungen 
mit Wiederholungen zur Summe s aus den Elementen ^i, ^2» ^3, • « • • a^ 
zur pten Classe gebildet werden. Diese Gruppen -Anzahl ist in der Com- 
biuationslehre S* SO. Nr. 50. Seife 39 angegeben. Wir benutzen jedoch 
die dort gegebene Entwicklungs weise nicht, sondern wählen znr Auffin- 
dung der dem Unternehmen günstigen Gruppen -Anzahl eine andere Me- 
thode, die wir in der Schrift „Die Yerselizungen mit Wiederholungen zu 
bestimmten Summen aus einer oder mehreren Elemenlarreihen. Freiburg, 
1840." angegeben haben. Sie beruht auf der Bemerkung, dafs die Ent- 
wicklung der Polynomien, die nach den steigenden Potenzen einer Grund- 
gröfse geordnet sind, auf Ausdröcke fuhren, in welchen die Vorzahlen der 
erhaltenen Glieder die Gruppen oder die Gruppen -Anzahl der Versetzungen 
mit Wiederholungen zu der Summe, welche der Exponent des zugehörigen 
Gliedes angiebt und zu der Classe bilden, welche die Potenz ausweiset,*' 
zu welcher das gegebene Polynomtum erhoben werden soll. Bei dieser 
Entwicklung entstehen die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen, 
wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums mit den Elementen 
einer oder mehrerer Reiben verbundeu sind, nach der Formel 

7* 
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+ i^(*(/>+l); fl„ II,, ...• ««yajP+i 
4-P'(*(;i+2)5 fl|, o,, •.-. «^"0?^% 

oder 68 entstehen die Gruppen -Anzahlen der Versetzaugen mit Wieder- 
holungen, wenn die Glieder des zu entwickelnden Polynomiums nicht mit 
den Elementen einer Reihe verbunden sind, folgendem Ausdrucke gemab: 

(X + j:^+a?^+ .... x'^y = P'ispY xp-\-P'[s (/i+ 1 yy j?p+t^p/[^ (p+^yy ^'^'- • • 

(«1, Os, «3, «4» •••• O» 

wobei man Elemente der untergeschriebenen Reihe zu suppliren oder die 
Exponenten der ordnenden Gröfse x als Stellenzahlen der Elemente einer 
Reihe sich vorzustellen hat. 

Kommen mehrere EUemeutenreihen in Betracht, so ändert dies die 
Entwicklungs weise nicht, und die Formel 

=^p\spyxP'\^P'i8(p']-i)yxP'^'-^P'(s(p-\^2yx^^'\-....P(szyx''\-.^ 

giebt Glieder, deren Vorzahlen die Gruppen der Versetzungen mit Vl^ieder- 
holungen in der ;7ten Classe zu den verschiedenen Summen aus den unter- 
geschriebenen Elementenreihen geben. Der Ausdruck 
(3X'\-ix''\-5x'-{-....kx'^y = P'[8pyxP'\-P'ls(p'\^l)YxP^^ 

-fP'[*(/i-f2)yarP+^+.... 
giebt Glieder, deren Vorzahlen die Ausdrucke für die Gruppen -Anzahlen 
der Versetzungen mit Wiederholungen in der fiten Classe zu den ver- 
schiedenen Summen aus den oben untergeschriebenen Elementenreihen bil- 
den. Sollten im letztern Falle die Elemente nicht angegeben sein, so sind 
sie aus den Vorzahlen der nicht entwickelten Darstellung nach den vor- 
liegenden Beziehungen leicht abzuleiten: denn es sind so viele Einheiten 
irgend einer Potenz der ordnenden Gröfse vorzuschreiben, als Elemente 
mit ihf verbunden werden wurden , wenn die ursprungliche Darstellung ge- 
geben wäre. 

Um nun die Zahl der gänstigen Kugelgruppen nach diesen Bemer- 
kungen zu bestimmen, ist das Poljnomium 



ZU entwickeln und die Vorzahl zu bestimmen, welche dem Gliede x' 
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gebort Ea ist bekamtlich 



jpp 



{i-x)P 






jp— 1 



ip-ii 



jp-ii 



+ 



(y4.2)p-t|-l 



and 



also 



1»^ 



111 



a?'^'-j-... 



(1— «"y 



p»i-' 



i*ii 






P=(l_a?'"y 



j;P 



{Ux)P 



* 1 ^ T 12|l ^ 131-1 ^ 



^p^l |1 "- I |p-l 



4-(2m-|-/»-l)P-^i-' 

— f(»i+/»-t)P-"-' 



;> 



»i-i 



+^(i'-ir 



ii-i 



— p(»i-f/»)P-"» 



»i-< 



I +iTIT/^ 



-i|-i 






a."+P+«^,... 



• •• • 



A» 



«1-1 



+i57i-(;'+ir'-' 



ar"»+P+» -{...,. 



I 



Aas dieser Formel läfst sich nun leicht die Form der Verzähl von x* und 
damit die gesachte Gruppen -Anzahl abnehmen. Sie ist 
1. A = P'[/i(s)i «1, o», «3, .... a^Y 

Diese Reihe bricht ab, wenn ein Glied negativ wird, oder in über* 
geht. Wird die Gleichung 1. durch die Zahl aller möglichen Gruppen mP 
gemessen, so ergiebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit 



8. w 



jP-M 



^[(^_l)P-i|-i_^(,_,^_,)P-i|-i+^(,_2,n-ir«-^^ 



Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs die Summen der auf den gezogenen Kugeln sich zeigenden 
Zahlen entweder s oder eine der niedrigeren sind? 

. Die Zahl der gänstigen Fälle wird sich ergeben, wenn wir in 
die Gleichung 1. allmälig die Werthe p, /'-fl, P'{'^j •••• ^ statt s setzen^ 
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die hiedurch entstandenen Ausdrücke zusammenzählen und dann durah die 
Zahl mP aller möglichen Fälle tbeilen. Dies giebt folgende Zusammen- 
stellung : 



+(2».+;»r"-^ ^p(m-\-pr''-' +^P^^'-» . 

Werden die Verticalreiben dieser Formel summirt, so ergiebt sich folgen- 
der Ausdruck fär die gesuchte Gruppen -Anzahl: 

Die Wahrscheinlichkeit wird 

sein; s kann sich hierin von p bis zu ptn erheben. ^ 

• 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs die Summen der auf den gezogenen Kugeln erscheinenden 
Zahlen zwischen ^ und s liegen, also eine der Summen q-^-i^ ^-f 3, 

^-[-S? **** ^ sind? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn wir diejenige, 
dafs Kugeln erscheinen, deren Zahlen die Summe g oder eine geringere 
Summe bilden, vorerst angeben und sie dann von der in 6* ausgedrfick* 
ten abziehen. Die erstere findet sich, wenn g statt s in 5. gesetzt wird. 
Dies giebt fär die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 
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Sind die Kugeln mit den Zahlen 0, 1, 2, 3, •••• »i bezeichnet, so 
biejben die Schlüsse nugeändert Die Zahl der Kugeln erhöht sich um 
die Einheit und die Summe um die Classenzahl; nach 41. $• 18. d. Combi- 
naliouslehre. Die Wahrscheinlichkeiten, Kugeln zu ziehen, deren Zahlen 
eine bestimmte Summe oder den Inbegriff mehrerer Summen geben, gehen 
nach den angegebeneu Modificationen in andere aber. Aus 2. wird 



• • • 



7 (*4-P--t)^ M-i p(<-f.y-m-2)P-'i-^ ■ p^l-tj^p-m-sy^^-t 

Aaa 6. wird 

Aus 6. wird 

• - iHX(ln/ [(9+py' ' "' -piv+p-^^-^y' -' 

Diese Gleichungen lassen sich unter andern auf das Zahlensystem 
anwenden. Sind in einer Urne die Zahlen, welche aus p Ziffern und we* 
niger besteben, enthalten, so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, eineZaU 
zu ziehen, deren Ziffern die Summe s betragen, wenn »1 = 9 in 7. gesetzt 
und das Resultat durch die Anzahl IQP — 1 aller Zahlen, welche p oder 
weniger Ziffern haben, gemessen wird. Demnach ist 

u. s. w. So ist die Wahrscheinlichkeit, aus einer lürne, welche alle sechs- 
ateUigen and niedrigere Ziffern enthält, eine Zahl zu ziehen, deren Ziffern 
die Summe 25 betragen, ^/^^^ die aber^ eine Zahl zu ziehen, deren Zif- 
fern die genannte Summe oder eine niedrigere betragen, ist g ||888 u. a. w« 
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S- 15. 

In einer Urne sind r Arten von Kugeln enthalten, jede mit einer 
beliebig grofsen Anzahl von Kugeln. Den Kugeln erster Art sind die 
Zahlen X:i-f 1, A:i-f2, A|-f3y • . • • mi, denen zweiter Art die Zahlen 
Ars-fl) ^-f-^' ^2 4~^' .••• t/t2 n. s. w. , denen rter Art die Zahlen 
Ar^-fl, kr-{-2j kr'\-Sj .... m^ aufgeschrieben. Man zieht p mal und nimmt 
jedesmal eine Kugel heraus, die nach der Ziehung in die Urne zuräck- 
geworfen wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die auf den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s betragen werden? 

Die Zahl der günstigen Kugelgruppen kommt mit der Anzahl der 
Gruppen uberein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wieder- 
holungen aus r Elenienteureiheu, welche auf die in der Frage angegebene 
Weise beschränkt sind, zur Summe s in der ;?ten Classe gebildet werden. 
Benutzt man nun die im vorigen Paragraph angegebene Methode, so hat 
man die Vorzahl von x"" in der entwickelten Darstellung des Polynomiums 

zu suchen. Die Glieder des vorstehenden Poljnomiums lassen sich auf eine 
einfachere Form bringen, und es ist 

^ — L i=^ + 1^^ + i-x +•— 1=:^ J 

= ^^ .p lx^^-\-x''^'\-x''*'\-....x*'' — x'"^—x'"* — x'^' — ....arrY. 

Benutzen wir die im vorigen Paragraph angegebene Entwicklung von 
(l_^y ) »o ergiebt sich 

3 1 — l 

•)• 

Werden die angezeigten Entwicklungen ausgeführt und wird die bierans 
sich ergebende Vorzahl von x' abgeleitet, so erhalten wir folgenden 
Ausdruck : 
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2. A 



, 3.2 

+ 



+ (*-(p-l)Äi-in,-iy-»'-i 
4-(*-(;»-l)Ä,-W3-ir*'-* 



-(*-(;»-l)Äi-Ä,-l)p-M- 

-(*-(;'-l)*i-*3-l)^"-' 
-(*-(;»-l)Ä.-Är,-ir'"-« 



+ (*-(;»-l)Äx-mr-ir* •-' -(*-(p-l)Äi-*,-ir"-'] 



+ w [<*-(''-2^*»-2"»^-^^'""+^ 






(»-(/»-2)*i-m,-i»^-t)P-' ' -' 

-(«-(p-2)*,-«»i-*,-l)^^ • -* 

(»-(;»-2)ifei-2»»i-l)P-* ' -' 

+ 2 (ii-(/»-2)&i-«i,-iiij-l)P-»'-^ 

-(n-(;»-2)*i-»h-*,-l)P-''-' 
+ f^(n-(;»-2)*i-2A:,-l)P-»«-'] 



- ^ [(.-(;^3)*,-3i»,-ir^'-*+3 



(»-()»-3)*i-2iii,-«H-l)^* ' -» 



-(*-(;9-3)&r2m,-H*,-l )P-' ' "» 



(*-(p-3)Äi-ini-2iih-l)P-^ ' *' 



. 3.2.1 
+ 1.2.3 



+ 2 



(«-(|»-3)*i-mi-»i«2-«»j-l )'^' ' ■' 

- («-(p-3)Äi-»li-Hllj-*,-l)P-' ' -* 



(-!)'(*-(/»- 3)*i- «i- 2 *,-i r" ■' 



(,-(;^3)A:j-3m,-l)P-"-* 

(*-(/»-3)*i-2i»i-«H-i r' ' -* 

(*-(;»-3)&x-2mi-«»«-l)P-' ' "* 
-(»-(;>-3)Äi-2»h-* -ir' ' "' 

(-i)n*-(/»-3)*i-3*r-ir*'-' 



+ 



8 



! 
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Diese Gleichung Ist sehr allgemeiu, denn die Gröfsen ki, k^^ k^j .... kr 9 
»ii, rii2, fiis, •••• m^ stehen unter einander in keinem Zusammenhange und 
können beliebig angenommen werden. Das Bildungsgesetz, welches der 
Formel 2. zum Grunde liegt, läfst sich leicht erkennen. Es hangt mit der 
Erhebung der unter 1. angegebenen Polynomien in die verschiedenen Po- 
tenzen zusammen. In den Facultäten der Glieder, welche mit der Fa- 

eultät Y ^" ^* verbunden sind , kommen die GröCsen m^ , »ts , 1913 , .... m^^ 
Ak2, A:,, .... kr als Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen zur er- 
sten Classe neben der Gröfse (p — l)ki vor. In den Facultäten derGlie- 

»%i I -1 
der, welche mit ^Tir verbunden sind, kommen der Reibe nach die Gruppen 

der Versetzungen mit Wiederholungen zur zweiten Classe aus den näm- 
lichen Elementen neben der Gröfse {p — 2)ki vor. In den Facultäten der 

Glieder, welche mit ^Tir verbunden sind, kommen der Reihe nach Gruppen 
der Versetzungen mit Wiederholungen zur dritten Classe aus den angege- 
benen Elementen neben der Gröfse (p — 3)ki vor u. s. w. Alle die so 
entstehenden Gruppen sind von s abzuziehen, und dann ist von diesem um 
die Einheit verminderten Grundfactor die (p — l)te Facultät zu nehmen. 
Jede so entstandene Facultät hat aufserdem eine Verzähl. Dieselbe hängt 
von der Dimension der in ihr vorkommendeh Elemente ab und giebt die 
Zahl der Versetzungen an, welche diese Elemente unter sich bilden kön- 
nen. Das Zeichen, welches jede Facultät insbesondere hat, bangt von der 
Zahl ab, in welcher die Elemente A:,« ^39 A:«, .... ^r in dem Grundfactor 
einer FtenUät vorkommen, da diese Elemente nach 1. negativ betrachtet 
werden* In Zeichen stellt sich S. so dar: 

3. ^=2x^( — ^y ^x\i 

(f.n I -1 
^ jp-l I l / • 

Hierin ist atlmälig 0, 1, 2, .... p statt x zu setzen* Für jeden einzelnen 
Werth von x sind dann die durch das zweite 2 angezeigten Verbindungen 
zu machen. Die Gröfsen nach dem zweiten 2 hängen so unter sich zu- 
sammen : 

Fdr n sind alle möglichen Summen der Versetzungen mit Wiederbolunge« 
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ao8 deu Elementeu 0, 1, 2, •••. j? zu derjenigen Classe zo bilden, welche 
enteteilt, wenn die Groben 

3^2» Xa» y*9 •••• Xrj ^1» ^2» ^> •••• ^r 

als Einheiten betrachtet werden, DieGröfc^en y,, y*,, .... y^ beziehen Hich 
auf Avt, A^, it«, ••.. Ar uud dieGröfseu z^^ z^^ ^3, •••• z^ auf »ii, f»2, 9713,«.. 
... ftir. Nach diesen Bemerkungen ist nun die gesachte Wahrscheinlichkeit 

4. w = iP-iii,^P 2^(— tr^lj^ 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grolSs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs die den Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s oder 
eine niedrigere Summe betragen werden? 

Wendet man das in 3. S« 11. befolgte Verfahren an, so ergiebt sich 
aus 2. und 3. dieses Paragraphen folgende Bestimmung für die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit : 

Eben so leicht ergiebt sich die Wahr«tcheinlichkeit, dafs unter den ge- 
nannten Bedingungen Kugeln erscheinen werden, deren aufgeschriebene 
Zahlen eiile der Summen, welche zwischen y und s liegen, also eine der 
Summen ^-fl, ^-f^i •••-^ betragen, wenn wir das im vorigen Paragraph 
zu 6. angewendete Verfahren befolgen. Sie ist 

(•»n I -1 
^ ^ *^ l'«I^I*»i^...l*rii....iy«ii.iy.|i....iyrli 

x(^^-(;^-»)*i--«^i»*i-«^2»»2«..*--a^r«»r-r2*2-y3*3-..---yr*r)''*"^)^ 

8* 



5. w 
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%. 18. 

In einer Urne sind mit den Zahlen 1, 2, 3, .... Im — 1 bezeichnete 
Engeln enthalten. Von denen , welche die Zahlen 1 und 2m— 1 haben, 
ist nur je eine vorhanden; von denen, virelche die Zahlen 2 und 2m — 2 
haben, sind je zwei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 und 
2 m— 3 haben, sind je drei vorhanden u. s. w.; von denen, welche die Zahl 
m haben, sind m vorhanden. Es wird /imal gezogen und bei jeder Ziehung 
eine Kugel herausgenommen, die nach der Ziehung in die Urne zuräck- 
geworfen wird. Wie grob ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe 
der den gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen s betragen wird? 

Die Zahl der gunstigen Kugelgrnppen kommt mit der Zahl der Gruppen 
aberein, welche entstehen, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen zur 
Summe 9 in der pi^VL Classe ans m Elementenreihen gebildet werden, worin 
die Stellenzahlen der einzelnen Elemente mit den Zahlen abereinstimmen, 
die den in der Urne enthaltenen Kugeln aufgeschrieben sind. Benutzen wir 
die in $. 11. angegebene Methode, so haben wir die Verzähl von oc^ in 
der entwickelten Darstellung des nachstehenden Polynoms zu bestimmen: 
i PP= (ar+2a?^+3ar'-f....(m — I)j?'"--*-{-mar'" + (m — 1)'^^+.... 

... 3 ar'"-^ + 2 x^"'' -f x^'^f. 
Dies Polynom läfst . sich auf folgende Weise darstellen : 

ar^ + ar^ + a?* 4- • — a?""-' 4" ^"""^ 



-j-a?'" 

— (l-x)P l 1 — a: \ — x J ~ il-^)^P^^ ^^ T^ ) 5 

was ferner in folgenden Ausdruck übergeht: 

X (l- -f- (2a?"-a?"")+ ^ (,^x^-x^f- -^ (2 a?" - ar"»)» + . . . .). 

Werdeil nun die uöthigeii Entwicklaiigen gemacht, so ergiebt sieb far die 
gesQcbte Vorzahl vou a;* folgender Ausdruck: 
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9, A= ^^{(,+p~l)«Mi-'-p[2(*+/»-m-t)^'>-'i-' 

^^'.(;2»(*+p-2m— t)"^*'-'-2.2(*-f/»-3m— 1)«P-'"-' 

_ ^ [2*(*-f-;»-3fii— 1)"^"-' — 3.2'(»-f;» — 4«i— 1)"-"-' 

+ |4-2*(*+/»-5m-l)^"-'-f^(H/'-6"»-l)"""-'] 

' *' }• 

Werdeu die Glieder dieser Formel nach den anter sich gleichen Facaltä- 

ten geordnet, so entsteht 

3. A= j^[(*+l'-l)"'-""'-2/^(*+/'-«»-0""''-' 

+ (^W^ + /')(»+/'- 2«» - ir" -' 

+ (2*^ + 4.2'.^ + |fi.^)(*+r-4m-l)--^ 

Werden die einer und derselben Facnltat zngehörigeu Ansdröcke zasiam- 
mengezäblt, so kommt man durch eine einfache Entwicklung zu folgender 
Darstellung för die gesuchte gunstige Gruppen -Anzahl: 

Die Zahl aller in der Urne befindlichen Kugeln ist m\ Demnach ist die 
Zahl aller möglichen Kugelgrnppen ml^P und die gesuchte Wahrscheinlich- 
keit ist 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs sich auf den in p Ziehungen erschienenen Kugeln die Summe s 
oder eine niedrigere zeigen wird? 

Wenden wir das in SU« 3. gezeigte Verfahren an, so ist die ge- , 
suchte Wahrscheinlichkeit 



' 
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Soll DUO unter den nämlicbeu Bedingungeu die Wahrscheinlichkeit bestimmt 
werden, dafs die Summe, welche durch die Zahlen der gezogenen Kugeln 
gebildet wird, zwischen q und s liegen oder unter einer der Summen y+^» 
f-|-2, ...• s begriffen sei, so ergiebt sich auf die nämliche Weise : 

oder, anders geordnet, 

}• 

% 14. 

In einer Urne befinden sich mit den Zahlen 1, 2, 3, .... 2m — 1 be- 
zeichnete Kugeln. Von denen; welche die Zahlen 1 und 2m — \ habeu^ 
ist nur je eine Kugel vorbanden; von denen, welche die Zahlen 2 und 
2m — 2 haben, sind je drei vorhanden; von denen, welche die Zahlen 3 
und 2 m — 3 haben, sind je 6 vorbanden u. s« w. ; von denen, welche die Zahl 

m haben, sind — T2 '^^'^i^^'^^'^" ^^ ^^^^ P^^^ gezogen und bei jeder 

Ziehung eine Kugel aus der Urne genommen und nach der Ziehung in die 
Urne zurückgeworfen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die den 
gezogenen Kugeln aufgeschriebenen Zahlen die Summe s geben werden? 

Um die Zahl der gönstigen Kugelgruppen zu finden, haben wir die 
Entwicklung des Polynoms 

welches nach der oben angegebenen Methode in Frage kommt, zu macheu 
und die Vorzabl des Gliedes x" tax suchen. Wir zerlei^eii das Polynom 



^ifc 
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auf folgende Weise: 

[j? -f 2a?*-f 3a?^-f ..~(»» -1 ) ar-^-\- mx''-\- (m ~i)x^+' -f ^. aar*"-*-}- 23?'"-»+ x"^^f 
x' -f 23?* -}- .... (m -2>r^'-f(iw-l )a?'"+(«i-2)a?'»+»+„,.2a?'"-'-fa?*"-' 
-f" aP -f— (*»»-3)a?'^'+(»»-2)a?"-f(iii-3)a;"+'-j-.... ar*"-» 



a?'"-'4-2a?"-f j?"*^ 
-|-a?" 

Wird jede Horizoatalreihe in diesem Ansdrack nach der zu Anfang des 
vorigen Paragraph» angefahrten Weise behandelt, so erhalten wir Folgendes: 

^~~l (1 — X)» + (1-x)« "T (1-x)» ■!"••*• 

Werden die Ausdrücke in dieser Formel gehörig geordnet, und wird der 
VerToUständignng wegen af"^'^ zugezählt und abgezogen, so ergiebt sich 

und hieraus 

•• ^ = (TT^ [1 - ^""■*" - (2m +1) (ar" - ^-+*)p. 
Benutzen wir dieseu Ausdruck zur Entwicklung, so findet sich 

X [l— |»[a?^"+'+(2m4-l)(a?"— j?"+*)] 

+ ^ [x'-+'+(2«+ 1) (ar^-x-'+Oy 

]• 

Werden die augezeigten Verbindungen gemacht, so rCrbält man für die Zahl 
der gunstigen Fälle folgenden Ausdruck der Vdtzahl von x\' 
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«. Ä=:^[(jf\-2p-iy»-'i-'-p{Ji»+2p-2fH-2fP-'*-' 



+(2oi+l) 



,21-1 



+ ^[«+2i»-4"»-3)"""-'+2(2m^-l) 



— (*-{- 2;»— «1—2)''^»'-*] 

-}-(»+ 2/> — 3 1» — 2)"'-> • -* 
_ (, _j- 2;» — 3 m — 3)^-' • -• 



+(2m+lJ 



,j|-» 



— 2 (*+ 2;» — 2 m — 2)^" -' 

+ (* -f 2/» — 2 OT — S)'»^» ' -•] 



- V^ [(,-|-2;»-6»i-4)»'-»'-' + 3(2m+l) 



3.2 



+r 



+(*+2;» — Sm— 3)»^*'-' 
_ (,^ 2/» — 5 «i — 4)»^' ' -' 
-f (*-f2;» — 4ni — 2/'^» «-*+.. , 
— 2 (* 4- 2;» — 4i» — 3)»'^* ' -' 
+ (» 4- 2/» — 4m — 4)»P-* ' -»] 



] 



Die zweiten, dritteo Glieder iu8.w. dieser Horizontalreihen bilden, wie 
leicht zu sehen , die ersten , zweiten , dritten Unterschiede u. s. w. der Fa- 
cultaten. Sie lassen sich nach der Gleichung 

**• ^ T^TT — i9li 1 j[9TI ri27T* J9T1 — 



...(-)' 



umformen* Durch Benutzung dieser Gleichung geht die Formel 2. in fol- 
gende über: 

*• -^ — — i^p^i 1 1 P i iiFiTi r v-^»*T * } iip-2 ji J 

1 y^'-^r (H2p-4m-3)^Mi-^ , ^.^^ , . (^ + 2p-3m-3)3p-^l-^ 



+ |i|(5'»+l) 



j (*4-2p-4m-4)»P-»l-^ _^ 3.2. 1 

]^3p-3 1 1 



+rÜi(5-+»)'^^±^^^^1 



oder in Zeichen: 
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5. Ä = 

In diesem Aasdruck ist slatt x allmälig 0, 1, 3, 3, . • . • ;? zu setzen, dann 
für jeden einzelnen Werth von x der Werth y-\-z nach dem zweiten 2 
beizubehalten; für y-\-^ sind die verscbiedenen Summen zur zweiten Classe 
zu bilden uiid ihre Wertbe nach Angabe der Gleichung einzuführen. 

Um nun die fragliche Wahrscheinlichkeit zu erhalten; ist 4. oder 5. 
durch die Zahl aller möglichen Kugelgruppen zu messen. Die Zahl aller 
in der Urne enthaltenen Kugeln ist 

4 _ w^<* I (m—\y^^ _ mfm— l)(2m+l) 

' — i3|i -r 1311 — 1^2.3 

Diese Zahl ist in die pie Potenz zu erheben und dann ist 4. oder 5. damit 
zu messen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

ß = 6' 

Die Bedingungen sind wie oben. Man soll die Wahrscheinlichkeit 
bestimmen, dafs in p Ziehungen Kugeln erscheinen werden, welche die 
Summe s oder eine niedrigere Summe bilden. 

Wenden wir hier das in 3. %. 14. gebrauchte Verfahren an, so er- 
balten wir für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

m'^(m+l)P(2m4-iy' 

Soll nun die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dafs Kugeln erscheinen 
werden, deren Zahlen eine der Sumoien ^-f"^« 7'f^9 74~^' -**- ^ bilden, 
so findet sich auf die nämliche Weise folgende Formel: 

6P 



8. u) 



fw/'(in4-l)(2m+l)'' 



6^ 



m^(m-fl)''(2fiH-l)P 
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In 7. und 8. gellen die näuilicben Bedingougeu , welche zu 5. augegebeu 
wurden. 

S. 18. 

Wird die Zahl der Elemente uuendJicb grofü, so werden aucb der 
Summen, weiche durch sie erzeugt werden können, unendlich viele. Die 
einzelnen Elemente und Summen liegen dann einander unendlich nahe und 
werden, dem Ganzen gegenüber, unendlich klein. Es verschwinden also dann 
die endlichen Gröfsen in den Gleichungen 2. $. 14., 5. $. 16. und 6. §• 17. 
und die Facultäteu gehen in Potenzen über. Dabei werden auch die Wahr- 
scheinlichkeiten, eine bestinunte Summe unter unendlich vielen zu erhalten, 
unendlich klein und gehen in Differenziale über, die sich auf das Verhält- 
nifs zwischen der fraglichen Summe und der Elementengrenze bezieben. 
Hiernach wird aus 2. %. 14., wenn — = n ist, 

Aus 5. S* !<>• wird 

Aus 6. 8. 17. wird, da ^(>>>+iy 2jn+i)! i„ !^ abergeht. 






Schliefst man nun die unendliche Anzahl der erzeugenden Elemente in 
bestimmte Grenzen ein, so werden auch die durch sie erzeugten Summen 
in bestimmte Grenzen eingeschlossen werden, und dann kann man dnrcb 
die Gleichungen 1. 2. 3. die Wahrscheinlichkeiten finden, dafs unter den 
beliebig vielen Summen nur solche in Frage kommen, die selbst wieder 
innerhalb willkürlich gewählter Grenzen liegen. Zu dem Ende ist es nur 
nöthig, die vorstehenden Gleichungen innerhalb bestimmter Grenzen zu in- 
tegrirra. Werden nun die Integrale zwischen r und n genommen, und 

wird nach geschehener Integration n = — und r= -^ gesetzt, so entsteht 

aus den Gleichungen 1. 2. 3.: 
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*■ •<'=/V.iT['^'-f(''-')^'+^T,v(»-2r--...]£i« 

='i^iay-(5-'[a-')'-a-«)i 
=^[(ir-ar-^'[(^-r-a-'n 



+'^[ii.-^r~(i-^r] 



j 






3P 

13p I 



.•{ö''-'fö-»r+'-3/'a-')""'] 



/ 

Diese Gleichuugeti iasseu »ich beuutzeu, um die Sicberbeit augestelUer 
Beobachtuugeii und die Gröfsie und Bedeutung der dabei vorgekommeneu Feh- 
ler zu uuCersucheiu Die Aufgabe jeder Beobacbtuug, bei welcher ver^chiedeue 
Resultate gewonnen werdeu können, ist, ein möglichst fehlerfreies Resultat 
zu erlangen. Nur ein Resultat kann das richtige, jedes andere wird mehr 
oder weniger fehlerhaft sein. Könnte man sagen, welches Resultat unter 
mehreren das richcige sei, oder könnte mau die Grofse des mit einem be- 
slimmiten Resultate verbundenen Fehlers genau augeben, so wäre aus jeder 
Beobachtung das richtige Resultat leicht abzuleiten, und es wäre überflussig, 
Beobachtungen zu wiederholen, um die dabei vorkommenden Fehler so gut 
als möglich zu eiilferuen« 

9* 



* 
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■ 

Komnieu bei Beobachtungen positive und negative Fehler vor, so 
werden die einen auf der einen, die andern auf der andern Seite des 
richtigen Resultates liegen nnd sich bis zu einer bestimmten Grenze er- 
strecken. Nennt man diese Grenzen '\-tn und — //i, so läfst sich fragen: 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die bei den Beobachtungen vor- 
gekommenen Fehler sich nicht über die Grenzen -f n und — n entfer- 
nen werden. 

Die Gleichungen 4. 6. und 6. gehen von verschiedenen Voraus- 
setzungen aus. Die Gleichung 4. geht von der Voraussetzung aus, dafs 
alle Fehler, welche zwischen den äufsersten Fehlergrenzen -[~ '^ u'>d — m 
liegen, gleich möglich sind, oder dafs jede Beobachtung gleich leicht jedes 
beliebige Resultat treffen werde. 

Die Gleichung 5. geht von der Ansicht aus, dafs das richtige Resultat 
öfter gewonnen werde, als ein fehlerhaftes; überhaupt am öftesten unter allen 
Resultaten ; dafs sich die Möglichkeit, ein fehlerhaftes Resultat zu erhalten, 
in dem Maafse verringere, wie der Fehler zunimmt; und dafs die Möglich- 
keit, bis zu einer der äufsersten Fehlergrenzen zu irren, am kleinsten sei. 

Die Gleichung 6. geht von der nämlichen Voraussetzung wie 5. 
aus, unterscheidet sich jedoch von dieser durch diejenige, dafs die Geschick- 
lichkeit des Beobachters, die Fehler zu vermeiden, oder die richtigeren 
Resultate vor den unrichtigen zu gewinnen, im quadratischen Verhält- 
nisse stehe. 

Für die Gleichung 4. liegen die erzeugenden Elemente zwischen 
und m. Cm nun diese Gleichung für den Fall, wenn die äufsersten 
Fehlergrenzen -j-m und — f/i sind, brauchbar zu machen, hat man zu be- 
merken, dafs dies so viel ist, als wenn die erzeugenden Elemente zwischen 
O^und um lägen. Die Summen liegen dann zwischen uüd^'2pm, und der 
Werth des Mittelgliedes ist pm. Nennt man nun die Fehlergrenze, inner- 
halb welcher sich die Beobachtungen bewegen sollen, -f n und — n, so 
ist aus 4. die hiezu gehörige Wahrscheinlichkeit: 

}• 

Wenden wir die nämlichen Bemerkungen auf die Gleichungen 5. und 6. 
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an, so geben sie in folgende über: 

«• - = -pItt k'-^t- e-^-)"- ¥ [{^"^ -<r- f-^ -')"] 

•!• 

• • • ) 

• ■ ; !•■ 

Der Wertb von pm-^n und /i»i — n mofs naeb den besondern Bedingun- 
gen der Aufgabe für die vorstehenden Gleichungen vorerst ermittelt werden. 
Hiebe! giebt p die Zahl der Beobachtungen an. Wir wenden nun die vor- 
stehenden Gleichungen auf folgende Fälle an. 

Drei Personen beobachten. Die äufserste Fehlergrenze liegt 4 Stufen 
rechts und links vom richtigen Elesultat. Bei der ersten Person sind alle 
Fehler gleich möglich. Die Geschicklichkeit der zweiten Person , das 
richtige Resultat zu treffen, steht im arithmetischen Verhältnisse; die der 
dritten im quadratrschen« Vier Beobachtungen werden von jeder gemacht. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs der hiebei mögliche Fehler die 
erste Stufe nicht überschreiten werde? 

Die Wahrscheinlichkeit für den ersten Fall ergiebt sich, wenn in 7. 
1^ = 4, f/i = 4, /iiii4-» = 20, pm — n=l2 gesetzt wird. Sie ist 

10. u>= ^g5-[20*— 12* — 4(12*— 2*) + 6.2*] = 0,598958.... 

För die im zweiten und dritten Fall ergiebt sich, bei den gleichen Wertben, 

11. U7 = ^|^[5«— 3« — 8(4» — 2«) + ....] = 0,774781.. .. 

18. w = ^[5«-4(3«+2.t2.4") +....] - ^[3^^-4(1+2. 12.2")+....] 
= 0,885688.... 
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Die Betracbtang der hierher gehörigen ^(peciellen , Fälle läf»t sich 
weiter verfolgen. Sie zeigt, welchen Werth die gröfsiere Geischickliebkeit 
und Gewandtheit eine« Beobachter» vor der geringereu voraasit hat, wenn 
beide die gleiche Anzahl von Beobachtangen macheu. 

Die Vergleichung der Gleichungen 7« und 8. fährt auf eine iutere»* 
»ante Folgerung. Wird nämlich '2p statt p in 7. gesetzt, wobei n in 'in 
übergeht, so ergiebt sich leicht, dafs hiedurch die Gleichung 7. mit 8. zu- 
sammenfällt. Demnach fuhrt der Calcul auf folgende Bemerkung. 

10. Die doppelte Zahl der Beobachtungen fuhrt bei einem unge- 
übten Beobachter algebraisch zu dem gleich fehlerfreien Resultate, wie die 
einfache Zahl bei einem Beobachter, dessen Geschicklichkeit und Uebung, 
das richtige Resultat bei gleicher Fehlergrenze zu treffen, in einfachem 
arithmetischem Verhältnisse wächst. Der Calcul behauptet hiernach, dafs 
Fleifs und Ausdauer den Leistungen der Geschicklichkeit und Gewandt- 
heit gleichkommen können. 

Untersucht man die Gleichungen 8. und 9. weiter, so lassen sich 
aus ihnen noch andere nicht uninteressante Sätze ableiten. Dahin gehört: 

11. Wird die Zahl der Beobachtungen gesteigert, so wird nicht 
nur die Wahrscheinlichkeit, ein richtiges Resultat zu erlangen, gröfser, son- 
dern auch diejenige, dafs sich die Fehlergrenze in engere Schranken zie- 
hen werde. 

12. Je näher ein Fehler dem richtigen Resultate liegt, desto gröfser 
wird die Wahrscheinlichkeit, ihn zu begehen; je entfernter er vom richti- 
gen Resultate liegt, oder je bedeutender und gröfserer ist, desto kleiner wird 
die Wahrscheinlichkeit, ihn zu begehen. Dies Wachsen und Abnehmen 
steht aber nicht im einfachen arithmetischen Verhältnisse bei 8., und nicht 
im quadratischen bei 9. 

13. Bei einer und derselben Anzahl von Beobachtungen ist die 
Güte der Resultate um so gröfser, je enger die Fehlergrenze gezogen 
wird; die Wahrscheinlichkeit jedoch, eine engere Fehlergrenze unter dieser 

^Bedingung zu erhalten, verkleinert sich. D. s. w. 

Wir verweisen jedoch, um nicht Gesagtes zu wiederholen, auf die oben 
angeführte Schrift „Die Versetzungen zu bestimmten Summen, $. 15. u. {?."", 
worin hier einschlagende Untersuchungen aufgenommen sind. 

Die Neigungen der Ebenen der Planeteubahnen haben bekanntlich 
zusammen am Anfange des Jahrs 1801 81", 93 sechszigtheiiiger Eintheiluug 
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(=91, OS'' hunderttheiliger) betragen, wenn mau von der Ebene der Erd- 
bahn als BasLs ausgebt Dabei entfernen sich die Bahneu der Ceres, Jnno 
nnd Paitas um lO^V ^^'\ 34^ Zwei Bahnen, die des Merkurs und der 
Vesta, entfernen sieh um etwa 7\ die der äbrigen höchstens um 3". Nimbit 
man nun an, dafs bei Einführung der Planeten in ihre Bahneu eine Ur- 
sache in bestimmter Richtung am stärksten, und auf beiden Seiten in qua- 
dratischem Verhältnisse abnehmend, etwa wie die Schwungkraft, so ge- 
wirkt habe, dafs in einer Entfernung von 10*' ihre Grenze zu setzen sei, 
und fragt: wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs unter dieser Vor- 
aussetzung die Neigungen von 10 Planetenbahnen in die Grenzen von 5*' 
auf beiden Seiten von der bezeichneten Richtung eingeengt geblieben wä- 
ren, oder dafs die Breite des Thierkreises nicht 10^^ überschritten hätte, so 
erhalten wir aus 9., wenn /i = 10, /f»i-f» = l50, pm — n = 50j iii==10 
gesetzt wird, 

- -pMT { •^''- tO £ 3'"— 60 . 4^] 

+ ^]^[l*'+*-30.2^+4.30.29.3^^-....} 
= 0,999 999 992 3001 

Der Vl^erlh dieser Wahrscheinlichkeit ist sehr grofs und liegt der Ge- 
wifsheit sehr nahe, und man kann daher mit ziemlicher Sicherheit annehmen, 
dafs die Breite des Thierkreises 10** unter der obigen Voraussetzung nicht 
überschritten hätte. Stellen wir aber dieser Voraussetzung die Neigungen 
der Bahnen des Merkurs, der Vesta, Juno, Ceres und Pallas gegenüber, 
so flbersteigen sie diese Grenze bedeutend und streiten gegen diese An- 
nahme. Da sich aber mit ziemlicher Sicherheit nachweisezi läfet (s. m. 
angef. Schrift %.\2. p.69 u.ff. und Laplace Theor. anal. d. prob, p.257), 
dafs bei Einfuhrung der Planeten in ihre Bahnen der Zufall nicht vorge- 
berrscht habe, da sich die Einwirkung des Zufalls mit der Stetigkeit der 
Naturgesetze nicht gut vereinigt, und die Annahme einer wirkenden Ur- 
sadie am angemessensten scheint, so läfst sich mit ziemlicher Sicher- 
heit folgern, dafs bei Einfuhrung der Planeten in ihre Bahnen nirr eine 
Ursache gewirkt habe, dafs diese aber durch Zufälligkeiten , etwa durch die 
excentrische Lage des Schwerpunctes, durch Zerspringen der Massen u. s. w. 
gestört und so die Divergenz der Planetenbahnen hervorgebracht worden sei. 
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In dem vorliegenden speciellen Falle wurde der kurzem Berech- 
nung weeeu die Zahl der Planeten zu 10 sJatl zu 11 angenommen. Es 
ist einleuchtend, dafs der Werth der Wahrscheinlichkeit noch gröfoer sein 
würde wenn 11 Planeten in den Calcul aufgenommen worden wären. 

Man erkennt leicht den Zusammenhang, in welchem die Probleme in 
§.14 bis 18. stehen. Sie gehören einer gröfsern Reihe von Problemen au, 
die in meiner oben angeführten Schrift zusammengestellt und auf combi- 
natorischem, so wie auf analytischem Wege behandelt wurden, und die 
wir deswegen hier nicht aufnehmen , sondern uns ihretwegen auf diese 

Schrift beziehen. 

Die Gleichung 2. §. 14. ist schon von Moivre (in Miscellan. anali/t 
nach Lacroix Wahrscheinl. Rechnung §. 53.) und von Laplace (^Theor. 
anal. d. prob. No. 13. p. 25 u. f.) mitgetheilt worden. Unter specieller 
Form findet sich in dem angeführten Werke p. 257 die Gleichung 7. die- 
ses Paragraph«. 

8. !»• 

Von r Crnen enthält jede m Kugeln , die der Reihe nach mit den 
Zahlen 1, 2, 3, 4, .... m bezeichnet sind. Aus jeder Urne wird gleich- 
zeitig eine Kugel gezogen und nach der Ziehung in die Urne zurückge- 
worfen. Die Ziehung geschieht ;imal. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs k bestimmte Kugeln erschienen sein werden? 

Die Zahl der günstigen Fälle, welche bei einer Ziehung aus einer 
Urne eintreffen können, ist k. Bei r Urnen wird sich die Zahl auf k' er- 
heben. Werden nun p Ziehungen gemacht, so steigt die Zahl der gün- 
stigen Fälle auf 

^ A = {kry = kTP. 

Auf gleiche Weise findet sich die Zahl aller möglichen Fälle. Sie ist 

A, = rnr^. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

k-p 
*• "^ = ^- 

Diese Gleichung bestimmt die Wahrscheinlichkeit, dafs k bestimmte 

Kugeln, also nicht mehr als diese Anzahl, erscheinen werden. Es ist also 

möglich, dafs nur eine, oder zwei, oder mehrere, oder alle zugleich, in 

beliebiger Verbindung erscheinen werden. Sie bestimmt also zugleich die 

Wahrscheinlichkeit, dafs keine von den m — k übrigen Kugeln darunter 



1^ 

Mthahen sehi wird. A«r diesen BettidrkiMgdil ^gielit sieb sofort auöh di6 
Wabrsebeinliebkeit, deft unter den oÜIgen Verhültnibsed ki rp Zieliitngeii kefae 
Ten k bestimmten Kug^n erscheinen w^de: Sie ist : 



Diese Gleiebungf fDhrt zu der entgegengesetzten Wahrscheinliebkeit 

m 






Sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit,, dafs nicht keine von k bestimmten Kugeln, 
also dafs eine, oder zwei, oder mehrere, oder alle, ein- oder mehreremal, einzeln, 
oder inVerbinduDg, nibht nur unter sich, sondern auch in Verbindung mit den 
übrigen, oder dafs von A bestimmten Kugeln Wenigstens eine einmal, oder 

■ 

mehreremal erscheinen werde. Setzt man Ä=^l in (3.), so ist 

Diese Gleichung giebt die Wahrscheinlichkeit an , dafs unter den obigen Bedin- 
gungen eipe bestimmte. Kugel wenigstens einmal erschienen sei. .^ 

Die Bedingungen sind wie obenj. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs nach p Ziehungen k bestimmte Kugeln, zugleich ttnd darudter jede wenig- 
stens einmal erscheinen werden? 

Diese Wahrscheinlichkeit wird sich bestimmen lassen % wenn wir von der 

, ' . ■ .1 • • 

Anzahl derjenigen Falle, in welchen eine bestimmte Kugel wenigstens einmal 
erscheinen wird, aus-^ und von. ihr zu jeder von den äbrigen A bestimmten 
Kugeln übergehen. Die Zahl. der Fälle, in welchen eine Kuge|[ wenigstens einmal 
erscheint, ergiebt sich aus (4.), wenn £e Anzahl der Gruppen (m — 1)'^'' von der 
Gesammlzahl m'''' abgezogen wird. Dies fttlurt zn folgendem Ausdrucke: 

Da nun k bestimmte Kungeln in Betrapbt icommc^ , Sff erbiet man. . . , 

Diefie Bestimmung rechtfertigt si«^ leicht idurich, die Gleichung 
Ai = P'[t, 2, .... niY^—\P'l% a, ...:m]'P 

— 3P'[l,2,4,....in]'P 



10 
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Mun bemerkt leicbt, dafe Uerdiureh » viele Gruppen ausgeachieden wardei 
sind. Der Überscfaufs jn«fa beiümmt iwd dem vorstebendett Auadroeke ngesibK 
werden« Das angegebene Sebema zeigt, duf» »*— 3 Kugeln unter je zwei Gruppen* 
Anzahlen zugleich , abo zuviel ausgeschieden wurden. Unter 1 P [?, 3, — n]"^^ 
und 2P^l 1 , 3, .... m]''' ist nfimlich die gleiche Gruppen-Anzabl P [3, 4, . . . . myp^ 

unter lP[2, 3, .. . . «y'' und 3F[U:?^4, mp die Gruppen-AnzaM 

JP'[2, 4, 5, . .. . mY^ u. s. w. ausgeschieden worden. Die Vereinigung aller 
dieser zuviel ausgeschiedenen Grappen fflhrt zu foYgendem Ausdrucke: 

Durch das Zuzählen dieses Ausdrucks ergiebt sich seihet wieder ein Überschufs 
in der gflnstigen Gruppen -Anzahl. Diesen bat man auf Ähnliche Weise zu 
ermitteln. Setzt man diese Schiasse fort, so erhfiU man folgenden weiter aus- 
zuscheidenden Ausdruck: 

Darch Fortsetzung dieser Bemerkungen entsteht endlich folgender Ausdruck, 
welcher die der Ziehung günstige Gruppen - Anzahlen in sich begreift: 

....(-l)*-p^(«« -*)'"• 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

«— ='-*(^)"+-T^(^r-w(^r+-H)*(^r' 

oder, wenn man den Ausdruck durch Unterschiede zu Hfilfe nimmt: 

In diesem Ausdruck sind k und m in so weit von einander unabhängig, als k 
nicht gröfser als m werden kann. Dasselbe gilt von k und rp. Für k = m 
wird aus (6.) und (7.) 

®- ^ = -^i^ = ^-'"(-ir) +^riT(-^) -....(-ir(-) • 

Setzt man rp=im, so g«ht (8.) in 

o .« ^0* *-2-3 — m 

•7. fO 22^ ^ :ss " ■■■■ 

Ober ; wie bekannt. Et ist klar, ^lafe alle die vorstehenden Gleichungen andi gelten, 
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wenn nur eiae Uroe yorhanden ist, worin sich m, mit den Zalüen 1, 2, 3, .... m 
beseichnete , Kugeln befinden. Die Zahl der Ziehungen wird dann rp sein, 
fii diesem Fall kann sogar aa die Stdie von rp jede beliehige AnaaU von 
Ziehungen gesetzt werden. 

I Die BedingQBgen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 

dafs gerade q verschieden bezeichnete Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) 
eiischeinen werden? 

Diese Frage beantwortet sich dadurch, dafs wir die Zahl der gflnstigen Falle 
bestimmen, wo gerade y VersobiadeA beitoieiHicto Kugeln aus einer Urne gezogen 
werdra köWMn, in welcher ^ vers^tedene Kogefai endmiten sind. Diese Onippra*- 
Anzahl ergiebt sich aus (5.), wenn dort m = k = q ^esetitwird. Hiemlieh ist 

Die hiedurch ausgedrückte Anzahl kann so oft erscheinen, als sich Gruppen 
zur 0en Classe aus m verschiedenen Kugefai bilden lassen. Danach ist die 
dem Ereignisse günstige Gruppen -Anzahl: 

10. A = ?^[y'P-.y(y-.ir+^(y-2r_... J = ^^(K" 



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

Durch Beantwortung der vorliegenden Frage wird auoh die folgender 
mögtich werden. Wie grofs ist unter den genannten Bedingungen die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens q verschiedene Kugeln in p hinter einander 
folgenden Ziehungen aus r Urnen erscheinen werden? 

Die Bestimmung der AnzaU der dem. Ereignisse gänsfigen FfiDe beruht 
darauf, dafs man die ZaU der Ffille angiebt, in welchen gerade q, oder y*fl, 
oder (/•\''i u. s. w., oder endlich m verschieden bezeichnete Kugeln erscheinen 
werden. Sie wird geftinden, wenn m, m— 1, «1—2, .,.. y+1? 9 statt q 
in (10.) gesetzt wird. Durch Einftthrung dieser Werthe entsteht folgende 
Zusammenstellung: 

10» 



7« 



■ ' ' ■ ■ ■ ' ' 



[q^-9(.9-ir 4-§i^(y-2r -^(y-3)+-.-]- 



Dt0aer Aofiditi^ acbaint ; zivar Jsiemiidi WMtliiätig. Er Itfst aber Yidie Re* 
duptipiieQ ZU) iveitiiiidie fldiittfliegimden Ofteier in 'den Reihen xusaauuengestoUt 

werdcyrii Dies liebt :: . . . 

m(i»i— l/P — i»(«i— l)*^ £= 0, 
^[(«-3r-3<m-3)"H-3("'-3r-+-(:<»-3)7'],= T5r{>-l)'C"'-3)''= "> 



Es verschwinden also alle in dem obigen Ausdruclj: schief liegende Glieder, bis 
zu dem zweiten in der letzten Horizontalreihe ; denn sie führen die voDstandige 
Entwicklung des (Binomiums (1—0^ =9 >^^ ^^^K ^^^ zweiten GUede der 
genannten Horizontalreihe ah sind sie nicht mehr vollstfindig. Dennoch kann 
man sie als vollstfindig betrachten, wenn man nur, i^m den dadurch entstehen- 
den Fehler wieder gut zu machen, die fehlenden Glieder mit den entgegen- 
^e^etzteri ZeicUeh '^ut{(hlt.' lt>ieses giebt folgenden Aufdruck: 

Vi: ■ ' .' '' 11':..: . ■. 1 1 ! . i -• 

•.. 4^-^+»t\ lv~}.' ■ -....Ty.-v- ■ \ ■;:.,- / ..,1*1»; — ]^9—^) . . ,., 



„.^ 



}" , 



, — . /|2|1 ' lm-<7+3|l W '5; , 
- ' ' fil ' ■ .: \ 
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Die in Klammern eingeschlossenen Faculuten lassen sich nimlich nach der 
4er Gleichung 

sammfren. Die dem Ereignisse j^sUg« AnzaU ist demnach 

1^. ^=»'»' — ^m-^+tii (y— u^H — i — -• |,-,+ii|i (y—-^;'^ 

•! •• I ■ .• ! ..; .1"; .'/ . 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in Qbergehen, oder negativ werden 
sollte. Die gesnchle Wahrscheinlichkeit ist also 

* • * 

.o 1 mf^i-^^-y fq'^tyP , m—qX-i m*"»+*H /^_^2\'-'' 
Id. «»=1- ^^_^^,„^— -|^-— ^ ___P_^_-^ 

(m— 7+1)^1* m'»'^+^l-V7— 3\'-'' , 

oder ' . . ; / 

Aus (IIa.) oder (14.) tafst ^M/ unmittelbar die Wahrscheinlichkeit ab- 
leiten^ dais bodiiteiii f nerfl^^iltV^^hMeioInBMtf» Kugela in rp Ziehungen er- 
sebeiii^n w^den. Ss M y.-f.l stal\ y zu .setzen lu^ dns Resultat von der 
Einbeoit absiiziehen. Di« fir9glMl^ -.WaMwfsbeinlvchke^ ist. 

Die hier gefundenen Glßicbmigeii lösen zugleich Probleme aus der Com- 
binationslehre aiif. Werden -ttämlic^ die Yersetrangen mit Wiederholungen aus 
01 Elementen, wr (r/i)|wi (Uteset g^bildetiv soigiebt die GleiobiiDg (5^0 ^i^ AnsaU 
4er Grvppw a«, ww^Mm k JiestüonteiiSkneQte Mgleich und ui|ter diesen jedes 
wenigstens einmal vorkomm|t;i dii»61et(ä(iq^(t0.}.gi^^ dieA^uaU der Ginippen^ 
in welchen gerade q verscbiedtO^e .Ef^Hf ente, nicht mehr und nicht weniger, vor- 
kommen ; die Gleichung (1*21) glehtdie Ahzanl der Gruppen, in welchen wenigstens 
q verscit^dene Eleipenfe ypr^ofnoiSDft. u^^.d^f Zahler in .4er Gleichung (15.) oder 

giebt die Zahl ^er Gruppe^n^an,^^!^ welchen höchstens 9 verschiedene Elemente 
erscheineii. ^ ■•' * * \ j. ♦ *vi •- . 
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§. 20. 

In einer Urne sind m verschieden bezeichnete Kugeln. Man nimmt 

r Kugeln einzeln , oder auch auf einmal heraus , und legt sie nach der Ziehung 

in die Urne zurück. Dies Verfedirei» wird pml wiederholt. Wie grofc i3t die 

Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen Kugeln nur * bestimmt bezeichneten 

zugehören werdOT? 

Die Zahl der Fiile, in welchen r Kugeln aus k Kugeln mit bestimmter 

Bezeichnung erscheinen werden, ist pp- . Wird dies Verfahren pmti wiederholt, 
so steigt die Anzahl anf 

_ /fc^'-y _ ( k(k—i)(k-2)-'--(k—r-\-i) \ 

~ VW) \ 1. «-3 ••••>• /• 

Die Zahl aller möglichen Fälle bei /»maliger Wiederholung ist 

/jri-ivp / m(m'^i)(m—2) • • » • (m— r-1) y 

Die gesachte Wahrscheinlidikeit ist , 

r/ k \^-^Y l *(*-!) ••'•(ft-r+1) \v 

Diese Gleichung zeigt an, dafs wenigstens r Kugeln von k bestimmten ersfcheinen 
werden. Dabei können gerade r, r-f 1, »'+'^? • •• ^^^ •^« fira^ehen Kugeln 
erscheinen. Das Erscheinen von einer der abrigen m — A Kugeln ist hiebe! 
ausgeschlossen. Daraus findet sich auch die Wahrscbeinfichkeit, dafe keine von 
k bestimmten Kug^ in p Ziehungen erscheinen werde. Sie ist 

_ ^ (m--t)(m—t— l)--'(m^*-r4-t)\ P 

Zieht man diese Wahrsohetidichkeit von der Einh^ ab , so erhtit oma die 
Wahrscheinlichkeit, dafs von k bestimmten Kugeln wenigstens r verschiedene 
ein- oder mehreremal erseheinen werden. Sie' iBt 

8. « = »-[(=^')'T- 

Das Mit -Erscheinen der übrigen (»»—*) Kugeln ist in dieser Oleichung 
nicht wie bei (1.) ausgeschlossen. Hiebet versteht es siGl( von selbst^ dafe 
k<im sein mufs. Wird X;=l in (3.) gesetzt^ so erbfilt man 

*• ^ — ^ \ m(m—l).. ••(»»— r+1) / ~ * V m /' 
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Diese Gleichung bestimmt die WshmMniiehkett) dab imter den gemiBten 
Bediagnogen eine beistimmte Kngel wenigetens einmal erscheinen werde ; wobei 
natflriich andere Kngeln mit erseheinen mflston. 
Der Zahler in (3.) 

giebt die Anzahl der Gruppen ^ in welchen r Elemente aus k bestimmten we- 
nigstens einmal erschauen, wenn die Verbindungen aus m Elementen zur rten 
Classe gebildet und die Gruppen dieser Classe ;^mal aneinander gereiht werden. 

Die Bedingungen sind wie o)»en. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs k bestimmte Kugeln, jede wenigstens einmal erscheinen werden? 

Diese Frage lifst sich auf ganz Ähnliche Weise wie bei (6.) im vori- 
gen Paragraph beantworten. Von der Zahl der Fälle, in welchen eine be- 
stimmte Kugel wenigrtens eitmA erschienen ist, lifst sich leicht auf die Ober- 
gehen, W4> k bestimmte Kugeln eifsobeinen. Es ist au dem Ende in der 
Gleichung (5.) A: == 1 zu setzen und dann der zweite Ausdruck mit A zu yer- 
vielfachen. Hiernach ist . 

Durch den zweiten Ausdruck jn dieser Darstellung, sind zu viele Grup- 
pen ausgeschieden worden. Die Anzahl lAfst sich mit unbedeutende Ho- 
dificationen aus dem im vorigen Paragraph zu No. 5. angegebenen Schema 
ermitteln, wenn Venbindungen ohne Wiederholungen statt Versetzungen mit 
Wiederholungen gesetzt Mferden. Unter Je zwei Kugeln werden die gleichen 
Kugeln zugleidi und dadurch so viel^ Kugelgruppen zu oft ausgeschieden, als 
sich m — 2 Kugeln zur rtei| .C|i(sse^ |im^. wiederholt, gruppiren und k Ele- 
mente sich paarweise ordnen und^mit ihnen verbinden lassen. Diese Anzahl 
ist in folgendem Ausdrucke enthalten : .. 

Fahrt man mit dieser Ausscheidungs weise fort, so ergiebt sich folgende dem 

» 

EreignisM gflii$tige (}^Dp]>eiMa1il : i 

°- '^ = Ltp"J -"tL — rP — J T-wl — piT— J — isrrL— FP — ^J + ' "' 
oder, wenn man die DarsteDong durch Differenzen benutzt: 



m 



IHe gwachte Walmciietelicbkeit istiidMimitb''' 



').!, '-w 



' <■« « I 



8. u> 






oder auch in entwickelter JDArsteHungr 



I I 



k« 



9. «, = , _* (=-!)'+ ^i(^^::]-.^'[(=^')-r+ . . . . 



Ist A = m, so erhalt man ans (8.) ondM^.^' 



..:< 



Diese Oleichniig bestiflEnnt die WafarB<^iiifichk«llv daf» slte Kngiebi ersdieiften 
werden. Die Reihen (8.)? (9.)i (iO.) bveoben'ab, wenn etn Glied ntgatiT 
werden oder in flbefg^hen sotite.- '• '' ' . > • » 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie groß* ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs gerade q verschiedene Kiig^ln , j nicht , mehr flicht weniger, erschei- 
nen werden? 

Enthielte die Urne nur at verdcliäädene Kügeltt, so ergäbe 'sich die Zahl 
der dem Ereignisse gfinstigen Fallö aiik (6.); w^n in=±^, A:^=iy gesetzt 
wird. Demnach ist ' ;..!;;<!<■',./■;: 

^' =' LtüJ ~ i L iiM. J :ti w i ^frii ! J - : • • • 

Die Anzahl ist so oft möglich, als aus einer 'Adzahl von iA Kugeln Gruppen 
gebildet werden können, Welche q Kugdn IM ^sich' begreifen. Hiernach geht 
der vorstehende Ausdruck in folgenden übef: ' 

11 A— ^'"^"' . r f'''' r ^ rC7- i)^^-^ T 1 f^ r(?-2)'i-n i 

"• ^ — . i9iii-9fi LLti^J "":Tt iH^ J +I5rrL-nFi^~J J' 

\ ! > t 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach , 



r •• ■ . . ' I 



■«• •" = w^[[ürr-»t(^r7+iä?[(^r"*j'----] 

^ "t: — ■ . * ' — .' i i l I '' • I I « 

Die Bedingungen sind noch impier dieselben. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs wenigstens y Kugeln ersclieinen werden? 
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Die Beantworlang dieser Frage beruht darauf, dafe die Anzahl der 

FAlle beslimmt wird, in welchen gerade q, y-f~') 9'\''^ ^^^^ ^ Kngdn 

erscheinen werden. Setzen wir zo dem Ende allmfliig die genannten Werthe 
statt q in (HOi ^^ erhalten wir folgende Zosammenstellang: 

r«*'!-*!" r{«— l)'i-»y , m'i-» r{m— 2ri-»T' • 

^= Ltü-J -»"L — rP — J T-prL iHi J 

+ '" \ L — pii — ^J — r~L — FP— J + — Fii— l iri-i J ] 

, m'M f r(m-2)'l-»y »—2 r(m— 3Ki-»y , (»— 2)'!-* r(iH--4)'l-*-p' ) 

T i5iri L — w — ^J — r~L — pp — ^J T — pii — L— Tfi — ^J j 



m"-«'- 



"ILTP"J 1 L i'ii J I i»i» L iH» J — )' 



denn es kommen nach der Bedeutung der Frage m — q-\'\ Ffille in Betracht. 
Werden nun die Glieder dieser Reihen in schiefer Richtung zusammengezählt, 
so ergiebt sich eine ganz fthnliche Reduclion, wie bei der Entwicklung der 
Gleichung (12.) $. 16., und wir erhalten fQr die dem Erfolge gflnsUge 
Gruppen - Anzahl : 

Vi/ lm-v+3H L IMI J T**" 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs eintreffen werde, ist 

"T l^IMm— «4-3) L\ m / J *" 



• • • • 



• . • • 



l'IH»— 7+3) 

Zieht man die Gleichung (14.) von der Einheit ab, und erhöbt dann y nm die 
Einheit, so ergiebt sich daraus die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den oben 
genannten Bedingungen höchstens q Kugeln erscheinen werden. Sie ist 

15. ^ = -^r=^\_\t) J — T^'-w^TwVviir) J 

11 



L 
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Alle diese Reiben brechen ab, wenn ein Glied in abergeben oder negativ 
werden sollte. 

Die Gleicbung (9.) lafst sich, wenn m und m^-^r nicht unbedentende 
Zahlen vorstellen, nflherungsweise auf einen kfirseren Ausdruck bringen, tfan 
kann dann nämlich ohne grofse Abweichung vom richtigen Werthe statt der 
Facullfiten Potenzen einführen. Der im Zahler und Nenner der einzelnen Aus- 
drücke begangene Fehler wird sich durch diese Reduction wieder etwas aus- 
gleichen, besonders auch aus dem Grunde, weil die Perioden der Reihe stark 
convergiren. Die Gleichung (9.) geht in folgende über: 

■"='-*(=v^)'+w(=?r-w(=^)"+ 

Diese Reihe fallt mit dem entwickelten Ausdruck des Binomiums [ '—('—-) 1 
zusammen. Demnach ist nahe genau 

16. . = [. _ (=^^)T. 

Die Gleichung zeigt, wie die in ihr vorkommenden Gröfsen von einander 
abhangen, und wie sie also auseinander abgleitet werden können. Setzt man 



. 4 • . 



T = [' - (=^)T 



Hieraus kann die Zahl der Ziehungen gefunden werden, die gfeschehen 
müssen , um einen beliebigen Grad von Wahrscheinlichkeit zu erlangen , dafs k 
bestimmte Kugeln erscheinen werden. Es ist 

'^ iogin — log (m—r) 

Soll die Zahl von Kugeln angegeben werden , die nöthig ist um irgend 
einen Grad von Wahrscheinlichkeit zu haben, dafs sie in p Ziehungen erscheinen 
werden, wenn in jeder Ziehung r Kugeln aus der Urne genommen und nach 
der Ziehung in dieselbe zurückgelegt werden, so ist 

18. k = logf-log^ 

p\ogfn — log[mP — (m — r)^] ' 

Soll endlich die Zahl der Kugeln bestimmt werden, die zusammen in jeder 
einzelnen Ziehung herausgenommen werden müssen, um bei einer bestimmten 
Anzahl von Kugeln und einem bestimmte Grade von Wahrscheinlichkeit das 
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Ersckeineii ym k bestimniten Kiigetn erwarten zu ktaneii, so 10! 

19. logim-r) ^ logm-'-^+'2ih^^ 
oder auch, da m bekannt ist, 

Diese Gleichupgen gelten noch immer) wenn m statt k gesetzt wird, oder wenn 
alle Kugeln in Betracht kommen. Es ist demnach aus (17.) 



m 



'^ ®' logm— log (m — r) 

Im Lottospiele kommen bekanntlich 90 Zahlen vor, von denen fünf in jeder 
Ziehung herausgenommen und nach der Ziehung in die Urne zurflckgelegt werden. 

Setzt man nun in (21.) |ii = 90, r=^5, und dann \ und | statt -j-, so ergiebt 

sich die Zahl der Ziehungen, welche gemacht werden mfissen, um die Wahr- 
scheinlichkeit ^ und I zu erlangen, dafs alle Kugeln erscheinen werden. 

m 

Hau kann demnach 1 gegen 1 wetten, oder man kann mit der Wahrschein- 
lichkeit 4^ erwarten, dafs alle Nummern in 85,77 Ziehungen erscheinen werdeii; 
man kann ferner 3 gegen 1 , oder mit der Wahrscheinlichkeit | weiten , dafs 
sie in 101 Ziehungen erscheinen werden; endlich kann man 999 gegen 1 oder 
mit einer Wahrscheinlichkeit 0,999 wetten, dafs sie in 200 Ziehungen er- 
scheinen werden u. s. w. 

Besetzt Jemand drei bestimmte Zahlen so oft im Loltospiel, bis er mit 
der Wahrscheinlichkeit ^ erwarten kann, dafs sie erschienen sein werden, so 
ist p= ^7,61 nach (17.), und es mflfste Jemand ungefähr 38mal die nämlichen 
drei Zahlen besetzen, um 1 gegen 1 auf das Gelingen wetten zu können. 
Hätte Jemand fünf bestimmte Nummern besetzt, so mfifste er ungefähr 41 mal 
(40,66) seinen Satz wiederholen, um 1 gegen 1 auf das Gelingen weiten zu 
können. Benutzt man die Gleichung (20.) und setzt A = 90, ;^ = 50, ^=3, 
^=4, so ist die Zahl der Kugeln (r), die In jeder Ziehung herausgenommen 
werden mflssen, 11,45, um 3 gegen 1 wetten zu können, dafs in 50 Ziehun- 
gen alle 90 Nummern erscheinen werden. WUnscht Jemand zu wissen, wie 
viele bestimmte Kugeln (k) er wählen mufs, um die Wahrscheinlichkeit ^ zu 
haben , dafs siittkntlieiie bestimmte Kugeln in 50 Zidiungen ersebeinen werden, 
so giebt die RMbnuig 11,37 fOr die nöthige AnzaUi aaeh (18.). 

11* 
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Die hier gefundeBen Gleichm^en löten sngleidi Probleme m« der CamkH- 
nationslehre auf. Werden die Verbindungen ohne Wiederholungen zur rten Classe 
gebildet und dann /?mal an einander gereiht, so giebt (6.) die Anzahl der Gruppen, 
in welchen k bestimmte Elemente wenigstens einmal vorkommen; No. 11. giebt 
die Zahl der Gruppen, in welchen gerade q verschiedene Elemente vorkommen 
(nicht mehr und nicht weniger); No. 13. giebt idie Zahl der Gruppen, in welchen 
wenigstens q verschiedene Elemente vorkommen. Der Zähler der Gleichung (15.) 
giebt die Zahl der Gruppen an, in welchen höchstens q verschiedene Elemente 
erscheinen. Er hat folgende Gestalt: 

99 4 — m'^-yM r i/^My m — q m'^-y+'M [ (7 — l)^"^ V 

Hiermit ist §. 3?. meiner Combinationslehre zu vergleichen. 

Die in diesem und dem vorhergehenden Paragraph behandelten Probleme 
gehören, wie man leicht erkennt, zusammen; weswegen sie auch hier zusammen- 
gestellt sind. Euter hat einige von den in diesem Paragraphen mitgelheilten Glei- 
chungen in „Opusc. analyt. T. II. pag. 337 " entwickelt, und nach ihm Laplace 
in seiner ^Theor. anal d. prob. pag. 191/' Euler hat seine Entwicklungen auf 
Combinationen gegründet, Laplace auf endliche Differenzen. Ersterer hat die 
Gleichungen (10.) und (14.), letzterer die Gleichungen (8.) und (10.) unter einer 
andern, aber weniger zweckmfifsigen Form mitgetheilt und dann seine Aufmerk- 
samkeit zwei Anwendungen zugewendet, von welchen die eine auch hier behandelt 
ist. Die fibrigen, in beiden Paragraphen entwickelten Gleichungen finden sich,aufser 
einem besonderen Falle der Gleichung (17.), in den dort angeführten Werken 
nicht. Die Frage: wie viele Ziehungen im Lottospiele gemacht werden mOs- 
sen , um bei einer Wahrscheinlichkeit ^ erwarten zu können , dafs alle Kugeln 
erscheinen werden, behandelt Laplace auf zwei Arten und findet die Zahl 
der erforderlichen Ziehungen das einemal 85,53 , als das von ihm bezeichnete 
sichere Resultat, das anderemal 85,'204. Hier ist 85,77 gefunden. Bei An- 
wendung der Gleichung (10.) auf den Fall, wenn m eine sehr grofse Zahl 
bedeutet^ legt Laplace pag. 198 die Reihe 

zu Grunde, setzt sie dem Binominm [l — \ ^~ j J gleich, und macht da- 
bei in so weit eine unrichtige Annahme, dafs er von der Gietehung (10.), also 
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von der aunfthemdeii Reihe 

i-"(=?)'+'S^[(=?)7--. 

die mit dem Binomium [^1— \ ^J J zosammenfäUt (welches ein specieller 

Fall von No. 16. ist) hätte aasgehen sollen. Hierin liegt wohl anch der Grand 
der Differenz des hier gefundenen Resultats mit dem von Laplace gefande«- 
nen (85,W4). 

Mehrere von den Entwicklungen dieses Paragraphen sind schon frAher 
von mir in diesem Journale milgetheilt worden. In den Gleichungen (256.) 
und (257.), welche hierher gehören, sind Unrichtiglieiten stehen gebliehen, 
die nach der Gleichung (14.) dieses Paragraphen zu berichtigen sind. 

S. 21. 
In einer Urne sind r^ verschiedene Kugeln, die ein und dasselbe Zeichen 
haben, r^ die ein gleiches, aber eiü von dem vorigen verschiedenes, r, die 
ein gleiches, aber ein von den vorigen verschiedenes Zeichen tragen u. s. w., 
endlich, r„ Kugein, die ein gleiches, aber ein von den fiflheren verschiedenes 
Zeichen haben. Man nimmt zwei Kugeln einzeln heraus, und bemerkt ihre 

• 

Zeichen. Darauf werden/? Kugeln einzeln herausgenommen und ihre Zeichen 
angemerkt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Kugel, welche 
das Zeichen der erstem trägt, früher erscheinen werde, als eine Kugel, welche 
das Zeichen der zweiten trAgt? 

Hier wird vorausgesetzt, dafs die zwei zuerst gezogenen Kugeln ver- 
schiedene Zeichen haben. Die zwei Kugel -Arten, denen die gezogenen 
Kugeln angehören, sollen r^ und r^ heifsen. Die Zahl aller in der Urne ent- 
haltenen Kugeln sei 

Sind zwei Kugeln gezogen, so werden noch a — 2 Kugeln in der Urne 
Kurfick und von der einen Art r^ — 1 , von der andern r^ — 1 daranter be- 
griffen sein. Die dem Erfolge günstigen Fälle beruhen nun darauf, dafs eine 
von Tg — 1 Kugeln in der ersten, zw|3iten, dritten, u. s. w., /^ten Ziehung 

■ 

erscheinen werde, ohne dafs vorher eine Kugel von den beiden fraglichen 
Kugel -Arten erschienen ist. 

Diese Bemerkungen fahren zu folgenden Bestimmungen: 
a. Eine von r^ — 1 Kugeln erscheint in der ersten Ziehung. Die Zahl 
der gflnsligen Fälle ist r,— 1. Ihr können die äbrigen 8 — i in der Urne 
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zurückgelassenen Kugein in allen möglichen Zusammenetdimgen darch p—i 
Ziehungen folgen. Die Zahl der g&nslfgen Kugelgruppen ist 

b. Eine von r^ — 1 Kugeln erscheint in der zweiten Ziehung. Die 
Zahl der gflnstigen Fälle ist r^—X. Keine von r, — 1 und rjt— 1 Kugeln 
darf in der ersten Ziehung vorausgegangen sein ; folgen können alle von s — 4 
in der Urne zurückgelassenen Kugeln in den p — 2 spätem Ziehungen. Die 
Zahl der günstigen Kugelgruppen ist 

r ^h^i.— 31-1 p-r -r,+2l-l 

c. Eine von r„ — 1 Kugeln erscheint in der dritten Ziehung. Kugeln, 
welche das Zeichen der einen oder andern Art tragen, dürfen nicht vorher- 
gegangen sein. In den spätem p — 3 Ziehungen können Kugeln aller Art 
s — .') erscheinen. Die Zahl der gfinsligöten Fälle ist 

21*1 p->4|— I 

Wird auf diese W^ise mit Ermittlung der günstigen Fälle fortgefahren, 
so ergiebt sich 

^3 = (^—r^—rk) (r^ — I )(*— f>^ 

r -|-r.-3|-l »— r — r,-|-2l-l 

u. s. w.f and «ndlich 

Af-v = (»-r^ — r») {Tg— \ ) 

Die Zahl aller dem Erfolge günstigea Fftlle ist demnach: 

oder, anders aosgedrflckt: 

2. J = r,- 1 X,_r,-r,r*-'*-"-* [(,-3^*-^'*-''-' -}- (,-4) V-x^«- 4. . . . . 

Die Reihe in No. 2., weiche in Klammern eingeschlossen ist, läfst sich leicht 
summiren und man findet: 

3. J=(r,-.l)(*-r,-r,r.-'^^"-^ rT;i:i2{('-^)'"*'""'-<^-2) '"'■*'"]• 
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Die gesuchte Wahrschemlidikeit ergiebt sich , wena durch die Zahl aller mög- 
lichen Gruppen (»—'2y^~^ dividirt wird. Sie ist 



4. w 



<^s *>U— 2 1^ (»-2fl-» » (»-2)^1-» r---- (,_2jPl-i J' 

Die Gleichung (3.) gilt, so lange /^ + 2^^a-fr* ist; wie leicht zu sehen. 
Werden alle Kugeln gezogen, so geht (5.) Ober in 

Was hier von den Kngeln mit dem einen Zeichen gesagt wurde, gilt 
ebenso von denen mit dem andern. Die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Kugel mit 
dem zweiten Zeichen vor einer mit dem ersten Zeichen in p Ziehungen erschei- 
nen werde, ergiebt sich, wenn tj, an die Stelle von r^ tritt. Aus (5.) ist 

Aus (6.) ist 

n-1 



8. w z= 



Diese Gleichungen lassen sich auch auf andere Art darstellen, wenn 
die gezogenen zwei Kugeln, oder mehr als diese, aus dem Caicul weggelassen, 
oder wenn zwei bestimmte Kugel -Arten vor dem Beginne der Ziehungen be- 
zeichnet werden. Nennt man die Zahl der in der Urne befindlichen Kugeln m^ 
die der beiden in Frage stehenden Arien x und y, so ergeben sich folgende 
AusdrQcke für die angegebenen Wahrscheinlichkeiten: 

10. w = ~f-. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs aus einer Urne, welche s Kugeln von den obeb bezeichneten Eigenschaf- 
ten enthält, eine von r^ bestimmten Kugeln ab erste, eine ven r^ bestmnrten 
Kugeln als zweite^ und dann eine Kogtl der ersten Art von einer der zweiten 
in p nachfolgenden Ziehungen erscheinen werde? 

Die gesuchte Wahrscheinliobkeit ergiebt sich , wenn das in (4.) oder (5.) 
gefundene Resultat mit der Wahrscheinlichkeit, zwei Kngein von den geoann- 
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ten Arten und in beatimmter Ordnung als erste und Eweite erscheinen zu sehen, 
verbunden wird. Sie ist 



11. *t> = -^ 






• • • • 



12. .= i:ri(^[. +:=^+{t=^pr+....+ (^=fEpT"-']- 

Werden im Ganzen nur p Ziehungen gemacht , so ist in diesen Gleichungen 
p — 2 statt p zu setzen. 

Die Bedingungen sind wie oben. Drei Kugeln von verschiedenen Zeichen 
sind erschienen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dars eine Kugel, welche 
das Zeichen der ersten trägt, in p Ziehungen eher als eine, welche das Zeichen 
der beiden äbrigen trägt, erscheinen werde? 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich nach Analogie der in 
a, bf c . . . . gemachten Schlüsse sehr leicht. Nennt man die Zahl der in Frage 
stehenden Kugel- Arten r^, r^, r^ und bemerkt, dafs drei Kugeln zum Voraus 
gezogen sind, so ist die Wahrscheinlichkeit 

■ 

oder 

Diese Schlosse lassen sich leicht verallgemeinern, wenn mehr als drei, etwa 
// Kugel -Arten in Betracht kommen. Es ist 

15, . = '^[i+ i-;^) + (j^E^r+ . . . . + t-i^y-'i 

oder . 

16. «, = ifLziiri« (izi£niLy-"-'-|. 

« — 7 L \ s — q / J 

Hier ist 

n = ^4/ ~p *** I ^f\ • • • • -p Tjj 
und q enthält so viele Einheiten, als verschiedene Kugel -Arten vorkommen, 
oder die Gröfsen r^, r^, r^, — r^ angeben, wenn jede von ihnen als Ein- 
heit betrachtet wird. 

Sind noch kdne Kngeln gezogen, und werden q verschiedene Kugel-Arten 
angenommen, deren Erseheinen in bestimmter Ordnung vorkommen soll nnd 



H 
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ft^t ditto nach der WahrscIieiiiUchkeit, dafii in ;ii-f 7 Ziehutigen eine Kugel 
von 4er Arl^ welche r^ Kageh endiilt, vor einer Kugel der «Mgen Arten 
erseheinen werde, so ist ans (16.) 

17. tc = *'"."•-:.:; '''^T^^ {i^ c-f'-T ^% 

Hier gelten die nemlidien ^edingungsgLeicbniigeii wie in (IG.)« 

Die hier gefandesM GUiefaimgen werden einlacher, wenn alle« Arten 
gleich Yiel Engeln zählen^ aia» rj =>» r, s» r^ ss: • • . • «»r^ tt=tr ist In die^ 
Sem Pidl geht e in rm^ n in ^r «her nnd in (15.) nnd (16.) wird 

^ rm— ^L k rw».— flf— 1 ' Vr»»~f y »^ TV,.|,^_^^l/ J> 

Aus (17.) wird 

(ri»)fl-*7 L \ rm— 9 / J 

Kommen nur zwei Kugel- Arten in Betracht, so ist aas (19.) und (20.), 
unter den' dazu gehörigen Bedingungen, 

21. w = i 2(rm-2)«-*'-^ » 

2ii»(rm — 1) L\ rm — 2 / J* 
Fragt man aber, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dafs überhaupt 
q Kugeln von verschiedenen Zeichen ^erst, und dann in den p folgenden 
Ziehungen eine Kugel mit einem bestimmten Zeichen vor denen der fibrigen 
erspheinen werde, so ist diese Wahrscheinlichkeit nach der Gleichung (17.), 
unter den Yorhin angegebenen Bedingungen, 

*^' •^^ (rm)^^^q V~\ rm-^i, ) r 

Kommen nur zwei Kugel - Arten in Betracht, so ist ^ = 2 und es wird aus (28.) 

24. ^ = ^?=:l)r^ [i- (rü^ii^pn 

2(mr — 1) L \ rm — 2 / J 

Werden alle Kugeln gezogen, so ist 
OK (m— l)r 

25. W =? 757 -T\' 

^In einer Urne sind r^ Kugeln, die ein*» und dasleHie Zdcbea tragen ;^ 
r, die ein gleiches, aber von den Tonigen TereohiadeBes n. s. w., r^ die ein 

12 



ttud #asM}be, aber von ^en. vorigen. versohibdeiiefil 2eiob#n üragAii. Man ninunt 
p Kugeln euixeta heraus und l^gt jede niick ittr Ziehung i« die Urae Mräck. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, daf$ eine von r^ bertifnniteii Kugeln 
frflher als eine von r^ bestimm ton Kugeln erscheipen werde? 

Die Bestimmung der fraglicben Wahrscheinlichkeit beruht ganz auf den 
gleichen Bedinguitgien , wie die mkir äp bf,e, • . .^ angegebenen, jedoch mU 
ileai IJnlersobiede, dafir bfer^ wtgßB/dBB 2«r)D«kiwerf#M der gesogenM Kugeln, 
die Zahl darin der Urne befindUaben Kugeln niekl geAtadert wird« Deswogaa 
kommen die Gruppfnr der Versefzitaigen alt WiedeiholiiiigeB in BaMraettf^ staU 
df fe bisher die Gruppen der Versefauingen ahne .Wiederholungen in Betracht 
kamen. Es treten daher in ded €alont Potenzen statt Fao<ilHHen ein. Behalten 
wir also die angenommene Bezeichnung bei, so fet die defti Erfolge gfinsUge 
Gruppen - An«ahl : 

« • 

26. ^=rJ#^-;-|-(*-r,,-ri).V'-'4-(«.-r.-r,)».*^-» + .- + (*-r,-r,r'] 
wenn die bekannte Gleichung 



a—b 



a^-|-il"t-i^^^i'"-242..j UA« 



zu Hälfe genommen wird Wird durch ^ dividirt, so ergiebt sich fflr die ge- 
suchte Wahrscheinlichkeit:.. 

, Die Bedingungen sind wie oben. Noob ist keine Kugel gezogen. Wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die erste Kugel ein bestimmtes Zeichen 
r^, die zweite ein anderes ri tragen und dafs dann eine Kugel des ersten 
Zeichens füOber, dis eine des' zweiten in p nachfolgenden Zfehungen erschei- 
nen werde? 

Die gesuchte WabracbeinlicbHeit ergiebt sieb nach dem Bisherigen leicht. 
Sie ist ^ , / 

* (rg+ru) L \ 8 / J 

Die bisherigen Schlüsse lassen sich leicht verallgemeinern. Kommen 
f JbaflimKle Kugel** ArMn'QBter den iahen aii%e3telltaB Bedingugen in Be- 
tracht , so ist aus (27. ■Mi>>2&>«all9e«iain^ 
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Ist die Anzahl der verschiedenen Kugel -Arten gleich^ so ergebe^ sich fol- 
jgfende einfachere Ausdrflcke aus (29) und (30.}: 

#/ L \ mr / J' 

Hierin bezeichnet y so viele Einheiten, als Kugel- Arten in Betracht kommen^ oder 
als die Gröfsen r^^ r^9 •*** r^ enthalten, wenn jede als Blinheit betrachtet wird. 

Die Gleichungen (27. bis 32.)^geben noch zu weitem, nicht unwich- 
tigen Folgerungen Anlafs., Ist p eine grofse Zahl, oder werden die Ziehun« 
gen lange fortgesetzt, so wird der Werth des in den Klammern . eingeschlosse- 
nen Bruches so klein, dafs er. vernachlässigt werden kann« Vergleicht man 

* 

daqn^die Wahrscheinlichkeiten^ welche .d^ni Erscheiuen der Kugeln einzelner 
Arten zugeh&ren, mit einander, SQ erg^ebt sich folgende Zusampienstellang 
aus (29.): 

' • r}, 

u. s. w. Hieraus eatBehmea wir Folgendes. Sind in einer Urne m reMohie- 
deiie Kugel- Arten vob i)er oben aAgefabrlen Beschaffenheit enthalten, werden 
viele Ziehungen genaeht, wird jede gesogene Kugel «K)h der Ziehiug in 4ie 
Urne sarAekgeiegt, und komiea dabei f Kugeln in Betraoht, so innd die 
Wahrscheinlichkeiten fftr das Erscheioen bestimmter Kugel-* Arten bei mibe-- 
grentter Fortsetsang der Ziehungen beinahe deijenigeii gleiohr, welche das 
Erscheinen dieser Kugeln ki der ersten Zieteng hat, wenn nur f bestimmte 
Kugel -Arten in Betracht kommen; oder sie nihern sich diesen einfachen 
Wahrscheinlichkeiten immer mehr und mehr, ohne ihnen je Tcrilkommeii gleich 
sa werden. 

Yergleicbt man endlioh die Wahrseheinliotteiten , oder die Zahl der 
FiUe, wekhe aiigdl»ea, !■ welchem YerhAltniBse die fraglichen Kugel -Arten 
beniehangsweise anter einander eneheinen werden , so ergiebt «ich Idcht aot 
den Gleichungen (37. 39. md 80.): 

13* 



34. ii;^:M?A:u?jt: • • • • ^= AgiAh'^k* = •^^•^a«''*» • • • • 

Das heifst: die Zahl der Falle, oder die Wahrscheinlichkeiten, welche das 
wiederholte Erscheinen bestinnqter Kugel -Arten bei unbegreiister oder auch 
begrenzter Fortsetzung der Ziehungen angeben, steht mit den zugehörigen Kugel- 
Anzahlen in geradem Verhältnisse. 

Betrachtet man die Kugel - Anzahlen' ali^ die' Ursachen der aus ihnen 
hervorgehenden Erscheinungen, so stellt siöh, wenn map von letztern ausgeht, 
der vorstehende Satz so dar. 

35. Das Eintreffen von Erscheinungen steht bei hfii^gen Wiederholungen 
in geradem Verhältnifs mit den Ursachen , durch welche die Erscl^einnn- 
gen hervorgebracht werden. 

In einer Urne befinden sich m verschiedene Kugel -Arten. Ti Kugeln 
tragen ein und dasselbe Zeichen , r, ein und dasselbe, aber von dem vorigen 
verschiedenes Zeichen u. s. w. Man zieht p Kugeln einzeln heraus, ohne die 
gezogene Kugel in die Urne zurückzulegen. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs k Kugeln von einem bestimmten Zeichen Tg früher als die von 
einem bestimmten Zeichen r^ erscheinen werden? 

Das Ereignifs kann entweder in k, oder in A-f 1, oder in A-}-2 ersten 
Ziehungen u. s. w. , oder endlich in p möglichen Ziehungen eintreffen. Dabei 
ist nothwendige Bedingung, dafs keine von r^^ Kugeln in den genannten Zie- 
hungen, erseheine. Dies führt zu folgenden BestiimiMuigeii. 

a. Die Zahl der FAUe, wekhe dem Erscheinen von k Kugeln von 
einem bestimmten Zeichen in den ersten A Ziehungen günstig siad, wird durch 
1^''^ bestimmt. In den p—k folgenden Ziehungen kami jede betiehige Zu- 
sammenstellung aus allen Abrigen Kugeln folgen. Nennt man die Zahl aller 
in der Urne vorhandenen Kugdn, wie im vorigen Paragraph, «, so »t die 
dem Erfolge in diesem Falle g&nstige Gruppen -Anzahl 

b. k Kugeln von bestimmtem Zm^hen wschänen in den ersten k-j- 1 
Ziehungen. Eine Kugel, welche eines der übrigen, nicht in Frage .stehende 
Zeichen tragt, kann darunter vorkommen. Sie darf aber nicht an der letzten 
Stelle erscheinen. Erschiene sie nemlich als /r-f ite Kugel, so wfirde. die- 
ser Fall mit den unter a bezeichneten zusammenfallen. In den nachfolgendea 
p — k—l Ziehungen kann jede mögliche Kugelgmppe auftreten. Die Zahl der 
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in diesem Falle beifriÜNieii gflMtigen Ki]gelgra|q>eti ist 

c. A Kugeln von bestimmtem Zeichen erseheinen in den A:-f 2 ersten 
ZielradgeA. Dies lAftt sn^ dafs swei Kogeln, welche dicht die fraglioben Zei«^ 
chen tragen 9 zugleich in diesen Ziehungen erscheinen. Keine dieser zwei 
Kugeln darf in der k'\'*2lea Ziehung erscheinen, weil dieser Fall schon iii 
(6.) vorhergesehen ist. Hierdurch wird die Zahl der Gruppen um so viele 
vermehrt, als zwei Kugeln Von den übrigen Zeichen durch A:-f 1 F&cher, oder, 
was dasselbe ist, als k — 1 Kugeln in k-^-l Fftcher zerstreut werden können. 
In den nachfolgenden p — k — 2 Ziehupgen kann jede mögliche Kugelgruppe 
vorkommen. Die Zahl der hierdurch bedingten günstigen Fälle ist 

F4lhrt man diese Schlosse welter fort, so erhAh man folgende Gesammtzahl der 
gflnstigen Kugelgruppen : 

1. A ^ r«-'[(,,-ky-t-'i-(^)''''\.-r,-rM.-k-\r-'-'>-' 

+(T)'"''V-r,-r,)>i-'(.-»--sr'--'-'+-H-(£4=ir'('-^-'.r''-']i 

die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

» 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
in der ersten Ziehung eine Kugel, welche zur Art Vg gehört, in der zweiten eine, 
welche zu r^ gehört, erscheinen, und dafs in den p folgenden Ziehungen k Ku- 
geln von der ersten Art früher als von der zweiten Art erscheinen werden? 

Aus den unter a, 6, c, . . . . und zu (11. und 12.} im vorigen Para- 
graph gemachten Bemerkungen ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit 
leicht. Sie ist 



3. u> 



•■••+(^4±ir"(=;E5E?r""']- 
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Die Gleichungen (2. mid 3.) lastm sich leicht veraUfemeaieni uui 
auf q verschiedene Kugel --Arten auBdehnen. Durch Verbindung der unter 
a, by c, . . . . und bu (15. und 17.) im vorigen Paragmph gemacbten Be- 
merkungen ergeben sich aus (3. und 3.) die9e9 Paragraphen fotgenie Bestim- 
mungen : 

4- -=ä5['+(r"(:-a)+(ir"c-3r+.... . 

•■■•+{^^)*""'(Hr-]. 

In beiden Gleichungen ist | 

und 9 enthalt so viele Einheiten als Kugel - Arten in Frage stehen, oder als -man 
erhält, wenn jede der Gröftett r^, r^, ty, .... tt als Einheit betrachtet wird. 

Die Bedingungen sind dieselben, wie oben. Man zieht /^ Kugeln ein^ 
zeln heraus und . legt die gezogenen Kugeln in die Urne euruck. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs k Kugeln von einem be^immten Zeichen r^ 
früher als von einem andern r^ erscheinen werden? 

Bei Bestimmung der dem Erfolge gfinstigeu Fälle treten die Gruppen 
der Versetzungen mit Wiederholungen statt der ohne Wiederholungen auf. Es 
sind daher die unter a, 6^ c, .... gemachten Schlflsse und die «i (26.) im 
vorigen Paragraph gemachten Bemerkungen anzuwenden. Geschieht dies, so 
ergiebt sich für die gesuchte WahrscheinUchkdt : 

«•"'=^['+(ir"^=^*+(ir"(^-=^)'+(T)'""'(===F-')'+.... 



' / p-t+i y-^' Y» - rg-n y-^i 



• • • ^"^ 

Fragt man, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dafs in der ersten Ziehung 
eine Kugel von der Art r^, in der zweiten eine vpn der Arttr^,' und in 
den folgenden Ziehungen k Kugeln der ersten Art fräher erscheinen werden, 
als die der andern, so ist ^ 

7. „ = !^[.+(|)-'"(f=!^)+(fy-"(==!^)'+.... 



• • • 
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Die OJkttebmgten (di ^ttd 7.) fAhren durch trreiiere Vevfalgung des Geeaglen 
zn folgender aUgencMMB Gieichang^ wenn q vorsohtedene Kugel- Arten in 
h^iTwAi kommen: 

«••"=*['+©'""^+'(r"(^)'+--i-(^r(-n 

»• ■^■= ^^"'-;;r-" [i+(|)'""^+©""'(^r+ 

..,.+(Sr:*+i)'-"' (£==)'-']. 

I ■ 

Hier gehen die nämlichen Bedjngungsgleichungen, die zu (5.) augegeben wur- 
den. Die Anwendung der in diesem Paragraph aurgestellten Gleichungen auf 
specielle F^le ergiebt sich Jeicht. Die hjer gefundenen Gleichungen sind 
allgemeiner, als die im vorigen Paragraph, Die Gleichungen, welche zur 
Bestimmung der Gruppen*- Anzahlen aufgestellt wurden, beantworten zugleich 
Probleme aus der Combinalionslehre.. 

Werden nflmlich die Versetzungen ohne Wiederholungen aus Reihen 
gebildet, deren Elemente den oben angegebenen Gesetzen unterliegen , so giebt 
die Gleichung (1,) die Zahl der Gruppen an, in welchen k Elemente einer be- 
stimmten Stellenzahl früher erscheinen ^ als ein Element einer andern bestimmten 
Stellenzahl. * 

Soll die. Zahl der Qruppen von der n&mlichen Eigenschaft bestimmt 
werden , wenn di^ Versetzungen mit Wi^derhcduBgen gebildet werden , so er- 
halten wir durch den Zähler von (6.) fplgendeq Ausdruck: 

10. ri [y-' + (1)'""' (,_,,_,,)*.-'-' + (I)'"'" (.-r,-n)' y-'-' + . . . . 

. ^ . ....+e-4tl)'-"'(,-r.-r.r'J 

Die Zähles der Gleichung^ (8. 4. 5, und 7. a 9.) beantworten gleichfalls 
Probleme, ans. der Conkbinationalehre,. dercm Bedeatuttg hiernach leicht anzu«* 
gvb^n 19t. 

A3. 

Wir wenden um nun Mh nfthetti Betrachtung elne9 bebendem Falles 
der im vorigen Paragraph entwickelten Gleichung (6.)? welchen wir ri^r in 
verfinderter Gestalt geben. 

Jemand trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzdnen Falle 

durch die Wahrscheinlichkeit — , das Nicht- Eintreffen durch — = — ^^^^ aus- 

m ^ mm 



gedrückt wird , durch p Wied^rholiuigsveniidie gerade rmal beHbeixvfähren. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit , dafssein Unteraelmiaii geÜDgen werdet 
Das Gelingen des Unternehmens beruht darauf, dafs das fragliehe Er- 
eignis rmal, und also das Gegentheil p — rmal eintreffe. Jede Anordnung, nach 
der beide Ereignisse sich aneinanderreihen , ist zukifslich. Die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit ist demnach 

I tiJ - — : • — — -^ : • . 

i. 

Jemand unternimmt unter den angegebenen Bedingungen, ein Ereignifs in 
p Versuchen wenigstens rmal herbeizufflhren. Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafs das Unternehmen gelingen werde? 

Die fragliche Wahrscheinlichkeit beruht darauf, dafs das Unternehmen 
entweder rmal, oder r 4-1 mal, oder r-j-^^mal, u. s. w., oder endlich ;f mal in 
p Versuchen eintreffen werde. Setzt itian daher in (l.)^allmftlig r, ^-f~^9 
r-f ^9 • • • • /^ statt r und zählt die erhaltenen Resultate zusammen, so er- 
giebt sich: 

-«• w? = Tir--^;? — r-p+ifT ^ — + -p¥5ir ;;^ +•••• 

Die Anzahl der in der Reihe Yorkommenden Glieder ist p — r-\-\. Die ent- 
gegengesetzle Wahrscheinlichkeit, oder diejenige, dal^ das fragliche Ereignifs 
höchstens r — Imal eintreffen werde, ist 

mP ^ 1 my ^ l^l^ mP ^ ^ r=Mi niP 

Sie wird gefunden, wenn man in (1.) allmälig 0, 1, 2, r — 1 statt r setzt 

Die Gleichungen (2.) und (3.) entiialtea die Glieder des Bhioniama (— T, 

die sich zur Einheit ergänzen , da nach der Annahme u\h=^m ist. 

Eine andere Auflösung des zweiten Problems ergiebt sich auf folgende 
Weise. Das Unternehmen gelingt in den r, oder r-f 1, oder r-f 2 ersten 
Versuchen, oder endlich in p Versuchen« Hieraus ergeben sieh folgende Be^ 
Stimmungen. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den r ersten Versuchen gelyi«- 
gen werde, ist 



07 

b. Die WahrscheioIichkeU, dafs es in den r-j-l ersten Versuchen ge- 
lingen werde, setzt voraus, dafs einmal das Gegent&eil, aber in einem der r 
wsten Versuche eintreffen werde. Trftfe das Gegentheil im r-|*lten Ver- 
suche ein , so würde dies mit dem Falle in (a.) übereinkommen. Die hieraus 
sich ergebende Wahrscheinlichkeit ist 

c. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es in den r-\-2 ersten Versuchen 
eintreffen werde, setzt voraus, dafs das Gregentheil zweimal, aber nicht im 
r-f 2ten Versuche eintreffen werde, weil dieser Fall unter b vorges^en laL 
Das Gegentheil kann in den k-^-l vorhergehenden Versuchen auf jede belie- 
bige Weise eintreffen. Die Wahrscheinlichkeit dafür ist 

_ (r+l)^H^ g^ft« _ / 3 \'^^<* <r 5« 

Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so führen sie zu folgendem Aus- 
dcjucke der gesuchten Wahrscheinlichkeit: 

^- - = ^['+ari+(ir^+(4r"iv+- ••• 

••••+(^±ir";£^]- 

Diese Gleichung ist ein besonderer Fall der Gleichung (6. §. 22.), wenn 
dort-r^ = Ä, rji = J, ^=5r^-[-rt gesetzt und das Erscheinen einer Kugel, 
welche das Zeichen von r^ Kugeln trägt, nicht wie dort geschah ausgeschlossen, 
sondern angenommen wird. 

Die in den Klammern eingeschlossene Reihe in (4.) Iftfst sich nach No. 462. 
§.96. m. 9 aufsteigenden Functionen ** und§. lOl.u. ff. m. ^Differenz. Calcnis'' 
auf folgende Form bringen: 

Wird hierin (±_l) =(*=•*) = (-iy(?^J= (-iy(^J ge«ete^ womit 

<fie PrflmiBMn der Aufgabe stimmea, so gdit (5.) Ober in 

13 
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Wird (— iy"\-^) in *e Klammern gebracht, so geht die Gleichung (6.) 

in folgende Ober: 

H-i r bP-''+^ r— 1 6^"'^+^ 

7. w — l— -p7r'''L(p~r+l)m^-'-+^ "1^ (7=r+2)m/'-'-+*^ 

t 1211 • (p^r+SymP-^^^ '** ^ «^ /ifii^J 
Setzt man endlich bierin — ^=^x, so geht (7.) Aber in 

8. M> = 1 — ?^ r/^^^" ( * — ^)'"' ö^. 
Integrirt man (8.) nach der bekannten Formel 

und setzt nach der Integration die gehörigen Werlhe, und j?= — , 1— ar= — 
so ergiebt sich 



9. w = 1 — 



p^\-^ ri^-'^+* 



■^— • 



^E(^r'+s^(^r+c-^r(r+ 



•■••+(^r"]- 

Diese Gleichung lafst sich gut benutzen, wenn p im Verhältnifs zu r eiae 
sehr grofse Zahl bedeutet; denn die Glieder der Reihe werden stark conver- 
giren, und einige werden hinreichen, um den Werth der gesuchten Wahr* 
scheinlichkeit zu finden. 

Aus (7. 8. und 9.) ergiebt sich auch, wenn die gefnndanep AusdrAcke 
von der Einheit abgezogen werden, für den Werth der entgegengesetzten 
Wahrscheinlichkeit, nämlich, dafs das fragliche Ereignifs hdchstens r — Imal in 
p Versuchen eintreffen werde: 

p^\-^ r »>-r+i r— 1 (^Y""^'^ \ (r— 1)^»-^ ^^ Y"^"^^ 



.•..+c^n- 



S9 



Vergieichl man di6 Ausdracke (7. bis 9.) .mit (2. 10. und 50^ 30 ergeben 
»ich daraus, da sie dieselben Begriffe ausdrücken, folgende Formeln: 

= I — ^ rfaf^\\ —X)'-' dx 



1 — 



pr\-l ,.ftp-r+ll- y y_l 



L»— r+l 1 



ir|i «,P-r+i L/i—r+l 1 (/r— r+2)m 



I (r— 1)»*-' ft« 1 

_j9M-i / » y-r+i r 1 (r—i)b ■ (r— i)'!-^^ 

~ l»!' ''Vm/ Lp— rfl (p-r+2)m'i l'lHp— r+3)m* 

Setxt man nun, io (12.) a statt b aad 6 statt a^ und zugleich p — r = », also 
r = p — *, so folgt daraus 

^P^-tlr« ,^£:li^_i (y-*~l)a 1 (p-,-iy\-ia^ 1 



1^ 






6 



^(^=i?rra)'""+--]- 



Nach der Integration ist nämlich or = — und 1 — or = — gesetzt. Die 

AusdrOck^ in <12.) bestimmen die Wahrscheinlichkeit^ dafs ein Ereignifs, 

dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch -r- bedingt ist, wenigstens «-f ^''^^^ 

in p Versuchen eintreffen werde. Verbindet man (13. und ll.} miteinander, 
so ergiebt sich die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Ereignifs wenigstens rmal und 
höchstens «mal in p Versuchen eintreffen werde. Fflr diesen Fall ist (13.) 
von (11.) abzuziehen. Es findet sich 

13» 
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/»»^l-' r/fty-^+^r 1 (r— 1)6 , (r— l)^l-*y 1 

~ l'l*'lVin/ L;»— r-fl (/»—r-}-2)m"»" !*•»(/»— r+3)m» *""J 

— ^f-,\iKP "jy^) L«^! (*+2)m "ri»U(,+3)m» *"J' 

Wird integrirt und dann 4? = — , 1 — *• = — , y= — • 1 — y = — gesetzt, 
so ist auch 

,5. „=.-£;^.r(Ar'[(^r+i=.(^r+(r^})'-'(^r+....] 



+(^)""'(^r+-]- 

Die eben gefundene Wahrscheinlichkeit läfst sich auch noch auf eine 
andere Art mit Hfilfe der Gleichungen (7. bis 9.) ausdröcken. Es ist nfimlich die 
Wahrscheinlichkeit, dafs das genannte Ereignifs wenigstens (^-f O^^I >Q /i Ver- 
suchen eintreffen werde, aus einer dieser Gleichungen darzustellen und dann 
das erhaltene Resultat von der bezflglichen Gleichung selbst abzuziehen. Dies 
geschieht, wenn s-\-\ statt r gesetzt wird. Es ergiebt sich 

Aus der Gleichung (15.} läfst sich nun leicht beweisen, dafs durch die 
Annahme von p^ bei bestimmten Werthen von r und s^ die Wahrscheinlichkeit, 
ein Ereignifs wenigstens r und höchstens ^mal durch wiederholte Versuche 
herbeizuführen, bis zu jedem, der Gewifsheit beliebig sich nähernden Grade ge- 
steigert werden kann^r Der Gleichung (15.) Ififst sich folgende Form geben: 

••••+aEir"(?r] 
-j^-^=^-^'[.+^-?+(^r(?)'+- 

••••+(^r(?n 
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NuD ist, wie leicbt so sehen, 

also ist der Werth der ersten Reihe in (17.) (A) kleiner als 

^1-1 ftp-r+i.^-i ^ ^ Kp-^UKaJ 



18. D 



ir\l.lp-r\i ^ p 1_»'--1 »» 



p—l a 

Was nun auch r, a and 6 bedeuten mögen , so lAfst sich p so annehmeii, 
dafs der Werlh des Ausdrucks 

b'V ^p — 1/ \ a/ 

a-p . r— 1 m 

1 7 

;?— 1 a 

kleiner als die Einheit bleibt, oder sie höchstens erreicht. Demnach kann der 
Werth von D kleiner oder höchstens so ^ofs als 

werden. Dieser Ausdruck ist ein Glied des Binomiums (j^^-y = U dessen 
Werth, der Einheit gegenüber, durch Annahme von p beliebig grofs gemacht 
werden kann, selbst wenn es das gröfste unteü allen Gliedern des genannten 
Binomiums wäre. Nun ist aber der Werth von A in (17.) kleiner als der 
yonD in (18.): also kann um so mehr der Werth von A beliebig klein ge* 
madit werden. Das Nemliche gilt, von der • zweiten Reihe (0 ) in (17.), und 
dies fahrt dann zu dem Schlüsse, dafs der Werlh der Gleichung (17.) der 
Gewifsheit bis auf jeden beliebigen Grad nahe gebracht werden kann. 

Diese Bemerkungen gelten noch, wenn auch r und s in irgend ein 
beliebiges VerhSltnifs (etwa in das der einfachen Wahrscheinlichkeiten a und 6) 
eingeschlossen werden; selbst dann, wenn dieses Verhfiltnifs der Einheil sehr 
nahe liegt. Dies führt zu folgendem Satze: 

19. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Erscheinen eines Ereignisses, dessen ' 

Eintreffen im einzelnen Falle durch — bedingt ist, bei Wiederholungs- 

y ersuchen in bestimmte Grenzen (q:t) eingeschlossen bleiben werde, 
wuchst bei fortgesetzter Wiederholung und kann durch Vervielfältigung der 
Versuche der GetaifsAeii beliebig nahe gebracht werden; auch für den 
Fall, dafs das Verhültnifs (y*/) der Einheit sehr nahe liegen sollte. 
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Bedeuten py r und s grofse Zahlen, so kafin man eine der Gleicinm- 
gen 189. oder 190. meiner Comb. Lehre benutzen. Bezeichnet man zu dem 
Ende die eingeklammerten Reihen in (17.) der Kürze wegen durch M und A' 
und wählt die Gleichung 190., so ergiebk sich flr diesen Fall folgender 
Ausdruck : 

w r'(p—rf-'^pV{^nr{p-r))'mf' ii''(p'S)P-^p'mP^{2ns(p—s))' 

Diese Gleichung genügt für Nfiherungswerlhe. Bei Berechnung der Werthe 
M und iV ergeben sich bald Resultate, welche auf die Abnahme der betreffen- 
den Glieder hinweisen und die Auffindung des Werthes erleichtern. Auch 
die Gleichung (18.) kann zu Nflherungs- Bestimmungen benutzt werden , wenn 
man die oben gemachten Bemerkungen berücksichiigt. 

Nimmt man an, dafs die Geburten der Knaben zu denen der Mädchen 
im Verhält nifs wie 1 zu 1 stehen, und fragt, wie grofs die Wahrscheinlichkeit 
sei, dafs dieses Verhältnifs bei 200000 Geburten die Grenzen von 49 und 51 
nicht überschreiten werde, so findet sich aus der Gleichung (20.), wenn 
wi = 2, a= 1, A= I, /; = 200000, r = 98000 und *= lO'.^OOO gesetzt 
wird, ein Werth für die gesuchte Wahrscheinlichkeit, der wenigstens 

, 0,724725 ••.. 
'^ = » lOB 

ist und man kann daher wenigstens 9*10^^ gegen ( weiten, dafs unter der 
obigen Voraussetzung bei 200 000 Geburten die Zahl der Geburten des einen 
Geschlechts die des andern nicht um 4000 übersteigen, oder nicht unter 
9S000 fallen und nicht über 102000 steigen werde. 

Jac. Bernoufti hat in seinem Werke: „Ars conjectandi Bas. 1713. 
Par^ IV." den in (19.) angegebenen Salz aufgestellt. Mohre hat in 65 Probl. 
seines Werks „ Doctr. of Chances III. ed.'" einen specieilen Fall von (2.) an- 
gegeben. TrembUy hat im 12ten Bande der „Comment. Soc. reg. Scienl. 
Götting. ad A. 1793 et 1794'' die Gleichungen (1. 2. und 4.) entwidcelt. 
Laplace hat dasselbe Problem in „Tbeor. anal. d. prohl. No. 16. pg. 275'' 
bebandelt. 

§. 24. 

A trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit — bezeichnet wird, rmal eher herbeizuführen, als B 

im Stande iat, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch — 
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beseiehnek wird, «mal herbeizufahren. B trachtet nach dem Gegentheil und 
will das fülr ihn gflnstige Ereignifs «mal eher herbeifahren, als A das für ihn 
gfiMtige rmal herbeifflhrea wird. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit fftr A 
und wie grofs die für B? 

A wird seinen Zweck erreichen, wenn er rmal das ihm gQnslige Er«» 
eignife herbeifahrt, und zwar in r, r-j-l/r-fS, oder r-j-«— 1 Ver- 
suchen. Dabei kann das seinem Gegner gfinstige Ereignifs entweder ein-v^ 
oder zwei-, oder dreimal u. s. w., oder s — Imal eintreffen. Der letzte Fall 
bezeichnet die Grenze des Eintreffens der für ihn ungünstigen Versuche. 
Benutzen wir nun die im Anfange des vorigen Paragraphs geroachten Be- 
merkungen, so ergiebt sich folgender Ausdruck für die gesuchte Wahrschein- 
lichkeit : 

1- «'=(^)'+(4r"(^)'^+{fr'a)'(^)'+-+(f)~"'(^m)-" 

Auf Ahnliche Weise ergiebt sich zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeit von 
B fiolgende Gleichung: 

*■ ">= ©•[•+(4r^+(ir"©'+-+{Tr"(in 

""VwAm^/L \\y mr \r r-|-l ' m "r l*l'(r+2j Vii»/ 

Die hier entwickelten Gleichungen sind in einer Beziehung allgemeiner, 
als die im vorigen Paragraph. Die Gleichung (4.) §. 23. lAfst sich aus (1.) 
ableiten, wenn w = n, «-{-Ä = fii, r-f«r — i=p gesetzt wird. 

A wünscht, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet ist, rmal eher herbeizuführen, als B im 
Stande ist, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch b be- 
zeichnet wird, «mal und als C im Stande ist ein Ereignifs, dessen Eintreffen 
im einzelnen FaBe durch c bezeichnet ist, fmal herbeizuführen. Ein Gleiches 
wünscht B seinen beiden Gegnern gegenüber; ein Gleiches C gegenüber von 
A und B. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit für A und wie grofs für 
B und C? 
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Die Gröfsen a, b und c sind echte Brüche. Die Wahrscheinlichkeit 
für A findet sich leicht, wenn wir die im Vorhergehenden gemachten Schlltose 
in Beziehung auf B und C anwenden* A Tiat biehei rmal das ihm gflnsttge 
Ereignifs herbeizuführen, ehe B das seinige raial und C das seinige /mal 
herbeifahren kann. Dies kann nun in r oder mehr Versuchen geschehen. 
Die Grenze der Anzahl dieser Versuche ist r-f>#-}-^— 2. Nun kommt es auf 
die Betrachtung folgender Fstte an. 

a. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs rmal in r Ver- 
suchen eintreffen werde, ist 

Wi = a!'. 

b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es rmal in r-j-l Versuchen eintreffen 
werde, lafst zu, dafs das für oder C günstige Ereignifs einmal, jedoch nicht 
beim (r-f 1)ten Versuche eintreffen werde. Diese Wahrscheinlichkeit ffthrt auf 
folgende zwei Ausdrücke: 

c\ Die Wahrscheinlichkeit, dafs das fragliche Ereignifs rmal in r-f-2 
Versuchen eintreffen werde, läfst zu, dafs das für B und C günstige Ereig* 
nifs zweimal, einzeln oder in Verbindung mit einander, eintreffen werde. Hieraus 
ergiebt sich folgender Ausdruck: 

= (i-r"v«H(ir"v..*c+(irvc. = (|.rv(*+.,'. 

d. In r>|-3 Versuchen ist die Wahrscheinlichkeit für A: 

Die Fortsetzung dieser ScblAsse giebt eine Reihe, deren Glieder der 
Ordnung nach die steigenden Potenzen des Binomiums b-\-c enthalten. Dieses 
Binomium ist so lange vollständige als sich sein Exponent nicht über s—l 
oder t — 1 erhebt. Geschieht dies, und ist in diesem Falle f — 1 kleiner als 
t — 1 , so werden die folgenden Binominalglieder nicht mehr voUsUndig sein, 
sondern bei der Erhebung des Exponenten Aber die genannte Höhe fainaos ein, 
zwei oder mehr Glieder an der vollstfindigen Reihe fehlen. Das «-f Ite Glied 
wird folgende Gestalt haben: 



U?i 
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das «-|-2te Glied folgende: 

o. 0. w. Hier dflrfen die Potenzen von c sieh nicht Aber t—l erheben. Dies 
fahrt stt folgendem Auadnick der gesuchten Wahrscheinlichkeit: 

Hieraus findet sich die Wahrscheinlichkeit fflr B leicht. Es tritt b an 
die Stelle von a und umgekehrt # an die Stelle von r in (3.). Dabei ist 
weiter su beachten ^ welche von den Gröfsen r und t kleiner als die andere 
sei. Die Reihe wird dann folgende Gestalt haben: 

4. «. = ».[i+(|)'-(.+.)+(lf "■(.+.,-+....(^)'-'Vv-], 

dfe Wahrschebliohkeit ftr C wird sein : 

= «'['+(ir'(«+»)+(4)""'(«+»)' +• ■••(^yv-«-]. 

Die Ißeantworiung der vorliegenden Frage bereitet die folgender allgemeinern vor. 

Ai trachtet, gegen it— 1 Gegner, ^, A^^ Aj^^ ....A„ ein Errtgnib, 
dessen Eintreffen im einselned Falle durch a bezeichnet wird, fwal eher her- 
beizuffthfren , als A2 im Stande ist, ein Ereignift, deise» Eintreffep im ein- 
zelnen Falle durdi i beseichttet wird , irmal u. e. f. und dh A^ im Stande ist, 
far sich ein Ereijgfnifs, dessen Bfartreffen im etatelnen Falle durch m beseiduiet 
wird, mmI fflr sich herbeisufAhren. Ein Gleiches untemtnunt A^ aUea tbri- 
gen gegenflber; ebenso A^ u. s. w. Wie gpob ist die WahrieheinHdikeit fir 

Die Anwendung der Schlösse, welche zur Auffindung der Gleiehun- 
gen (1. Us 5.) gelahrt habe«^ lOhrM aock Mar, ntit gelingen V^rfinderungen, 
zum Ziele; wie sich schon aus der Yergleidiung dieser Gleiehungf U: : wtejP- 

14 
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einander ergiebt. Dies giebt für die WahrseheinlkMiCflt 'vbil' Ä^H 
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^ '■^^+f;y+r"r !^r-^''-] 



u. s. w. Die begleitenden Polynomi«^ >9^u^ 91^^.^^ ^ IfOif^ XoM^Ud ^* 
wickeln, .als, der Ejsponent sich n,icbt Ober eine der GrO&en 

V ^_1, ,_i, /_i,^ v-i, •;•; . > 15^^ /i ' 

erhebt. ' Göschieh'l Äes, so ei'^clbeTi' slrih EtAwicklüh^eh vönbes*hfäriktef Crliedcr- 
r^iaU;. dciiin Hie. Wabrlcheiftlichkeiteii. ^itißt niflbV^tef j^k)hm«PD^9 als die 
•ebrini a^dfilhtteil iWeutfae! tad^tw,. Desb^bf danbtt de«« 9ifc^, Mtaa.'lbSh«- 
11M PötentfMi fdd. die gönaiMioa erdclMinep. NifMdl Qwn fOr^die .^wiAlwMen 
>BntWiidlfangißn.di»(Goliibindtiww iw Bulfoi 4SQ Mfgt .^oh«. diM«:di69fmig€#,Ans- 
gMdiav n^lohaidie Clfeii^ir. d^r^ QW^ lUJhß .bitten, 4i9.Vaiv- 

•rotiu^pte idK WiiHi«rhiilttng#A WA ckn £l6»«lU»iiJ0,i!^i c,«:. ;t « l>ildMls ,V^i 
i§edboHr;'dlei>BttrdiraBktiftg> eitftiiH^ t.dl^s di^ ^ftedArh(«liiq^«n : MSß be^ini^ 
Grenze nicht überschreiten können. Das Element a darf nicht, n^ebr alf r-^V 
Q^A das Element h aicl^t mehr al$ « — Imal n./. w. wiederholt vorkommen. 

" - <' bitiü» 'BttMbilltiitgMf: f(aiwn- «0: M|>mA]«a ilcdsdni«k 4idr<^idhrl4^«ia- 
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^ (r+f.i---+;- . iti)'-V (a, c, rf, . . . . »x+'-H.-+-+i] 



• '.• •* 



u. , s. w. , Die untea anireschriebene .Reihe 

90II die ODfifk angegebene 6e3Qhrfinkuiij^ der 'Wiederholungen ieinzeigeii. 

IHe einfachen Fälle der Gleichunjgen dieses f^aragrajpl^s \^t Pascal it^ 
einev^ Brißfe ßn Fermat behandelt, und nach il^m No^imorl }ix seiner . ^.Analyse 
sur ies jeux d. bar. Propos.* XL et XW. 11^ edit/' und JjHoivrexfi seinen ^Doctr. 
of.X)haQ.ces ProbliVI/' hagrßng^ hat einzelne Fälle durpb zurflcklaufen^e 
Reiben, in ;jNouy.' Memoires de Tficad.. foy! d. sciences'et bell. lett. de BerL 
an. 17t5 * gelöset, und aach ihm jial Trernbley dieselbeq If^IIe in ^Comment. 
spc, reff, scient. Gotting. ad ann..l793 et i 794 Vol. XH'' bejiopflelt. Laptace 
hat d|p von ihm. betrc^cbteten; Fälle durch die j^Fouct. gpneralr.*' in seiner 
^theor. anal! d. j^rol). .Chaj)/!!" abgeleitet. Er Wni^rliVp^^ dafs.das vor- 

liegende Problem den iN^fiqen ^pProblenjie des partis*' führt. ' Die Form, tinter 
welcher.es aufgestellL werden liann*.üQd aiugestelll we^iien .lYürde, i9t fplgende: 
. A und.J^ apieteQ mit einancuDr u)n eine be^limnile Sumoie a* Jeder von 
ihnen gewinnt die ausgesetzte Sumpie, wepn er eine bestimmte Anzahl Spiele, 
oder Partieen gewinnt, ehe ihsr. aod^ die gleiche odäp einei andere gewonnen 
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hat. Dem A fehlen noch r, dem B 9 Partieea, ra gewinntn. Sie komiiieii 
flberein, das Spiel nicht fortzusetzen. Nach welchem Maafsstabe soU die aus* 
gesetzte Summe unter A und B vertheilt werden? 

Die Gleichungen (1. und 2.) geben hierflber Aufschlufs. Sind z. B. 
A und B übereingekommen, fflnf Spiele zu machen, and soll Derjenige die 
ausgesetzte Summe a erhalten , welcher in drei Spielen Sieger bleibt, und setzen 
sie nun das Spiel nicht weiter fort, nachdem ein Spiel gemacht ist, worin A 
Siegel' blieb, so ist der Anspruch von A auf die ausgesetzte Summe W a, und 
der von B: ^a. Hiebei ist die Wahrscheinlichkeit fflr Jeden, im einzelnen 
Falle zu siegen, gleichgrofs, also =^ angenommen und in drä Gleidrangen 
(!• und 2.) r = 2 , * = 3 gesetzt. 

Der ROckblick auf die Paragraphen 21 . bis 24. zeigt, dafs die dort be* 
handelten Probleme zusammengehören ; weswegen sie auch hier zusammengestellt 
sind. Die hieher gehörige Literatur ist in diesem und dem vorigen Paragraph 
angegeben. 

UÜL 

§. 25. 

In einer Urne befinden sich r verschiedene Kugel -Arten und von Jeder 
Art m verschiedene, aber auf gleiche Art bezeichnete Kugeln, p Kugeln werden 
einzeln herausgenommen und die gezogene Kugel wird nicht in die Urne zurück- 
gelegt. Wie grofs Ist die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade 9 Kugeln von einer 
bestimmten Bezeichnung nach einander erscheinen werden? 

Die Anzahl der Kugelgruppen, welche ein bestimmtes Zeichen haben 
und 8 Kugeln in sich begreifen, ist r'i^\ Diese Gruppen können von der 
ersten, oder zweiten, oder dritten u. s. w. oder von der (/i — ir-{-l)ten Zie- 
hung an erscheinen, dso p — s-^-imsl. Jede dieser Kugelgruppen kann so 
oft erscheinen, als sie (als Ganzes betrachtet) von Kugelgruppen mit anderer 
Bezeichnung au^ den übrigen p^9 Stellen , sie mögen folgen oder vorangehen, 
oder theilweise zugleich folgen und vorangehen, begleitet werden kann. Hieraus 
ergiebt sich fflr die dem JEreignifs gfinstige Gruppen -Anzahl: 

0» — » -{- 1 ) . r*'-' (w r — ^)^•^-^ 
Die Zahl aller möglichen Fftlle ist (rmy^-K Denn die Zahl der in der Urne 
enthaltenen Kugeln ist rm. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

1. ^ „ rf>-*+l)-H-Mmr-r)P-^-i 
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Die Bedkigiingmi sitid wie oben. Es soll die Wahrscheinlichkeit be«- 
stittmt werdefl, didii «Kugeln, von einem bestimmten Zeichen , hintereinander 
gerade swdimid erseheiaen werden. 

Die Zahl der Kngelgruppen von der Dimension 9^ die dasselbe Zeichen 
haben, welches s vorher erschienene Kugeln schon hatten, ist 

Diese Kuppelgruppen , welche in zwei Partieen getrennt und dabei als Ganses 
erschien sollen, können so oft yorkommeiii , als sie /i — 2«-|-2 Stellen aus- 
fflllen oder die Zerstreuung in p — 19\1 FScher eingehen können. Diese 

Aniahl ist nach §. 41. ^meiner Comb. Lehre -^C — pp—^- — • Anfcerdem treten 

ttiit Jedef einzelnen Gruppe alle diefenlgen {b Yerbihdung, welche Von anderer 
Bezetchnnng sind and die flbrigen ^-^2« Stdlen einnehmen können. Die 
Anzahl der gdnstfgen Gruppen ist demnach 

nnd die gesndte Wafarecheinlichkelf ist 



Werden diAse SeUUse fortgesetzt, sie ergiebt sieb fBr die Wahrscheiididikeit, 
daft «Kngtbi von mem bestimmten Zeichen hintereinander gerade «mal «iter 
den; oben galNimlei Bedingnageii eraeheinen werden: 

.. i 1''* (rnry»** 

Hiebei ist vorausgesetzt, dafs eine Kugel von der bestimmten Bezeidmmig in 
den flbrigen p^^^s Ziehungm nicht mehr erscbeine. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafis das fraglidie Ereignifs unter den genannten 
Bedingungen wenigstens einmal antreffen werde, ergiebt sich aus (3.) leicht, 
w^n man. aUmilig 1, 2, a, 4^ . • • « statt ar setzt Sie ist 

4. w=^(p-s+l) ^-^, + i5B (Si;:5?F5 

Diese Reite brielil ab^ wen« ein Glied in fiberge^t. 

Nimml) mim /t Ktigehi nnt» den. oben genannten Bedingnngen mä dei* 
Urne na4.lr9g4;* wie grefs ist die WahraeheinHehkdt, dafo nach einander ge^ 



rade Xi Ktigeln von eintfr ÜMSttamteB fiezdohnttn^, «^ yq» ; «ifef ; »WMten, 
wi von •«■)«' driUön o, 0..f.v ir,'toa'«ilier'«teD fiezeichnfQg. en^fiBWi .fi»r~ 
den, so ergiebt sich leicht ans den obigen. fiM^qi^Q.' der. AtM4r«d( i- 

5. M»=: :-: ; 1 v-L^ ^ ^ I -• T. • 



• M. 



(iiir)rt' 



Die Wahrscheinlichkeit , dal^ das Eröignifs in eiiier bestimmten Ordnung dn- 
(«effeft werde^ ist. j' ■ ■ , • i . •■ • .' ^/ 1 



Di«^ lüpiabwgen .finden AianchirlMK^pii^^idiaiW. ! .i t.» . 

In eioer Urne ,3iqd: r . yevffp^^dfße .Ei]g<^rArtM,\ voii dan/^Of. jede m 
yerschiedcitte^ aber ^ gl«k^ ^Wjßis^e. tiMe^if^cJ^icyte . Kugdq ^bU. ifw jwllU 
«Kugeln einzeln heraus, ohne die ffiiSt^g^i^^ ^^g^ WV^^ wfA yf'ffH^^ 

holt das Verfahren so lan^e als möglich. Wie g^ofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs 8 Kugeln von einer' bestimäilen^ Bezeichnung Untereinander in einer der 
möglichen Ziehungsreihen erscheinen wer^ef^,, obM4^{&.iH)f)ier.,#ii|^.jO|dei: mp^^ 
rere Kugeln von einer «i)der|x ^e^chpiiiig. erschienen sind? 

Die Wahrscheinlidhkeit jkeruht darauf, klafs s Kugeln mit der bestimmten 
flesdioknrig efatweder in dfkt enteaZiwkau^ßtBikty öder, w«lin « :ntaiA g^ 
adUiebt, hi der iwflHki, iMei^v i^wii ^-in den beUett *«r9tda^ mieht gäsehieht^ 
in der dritten ZiehungsreilM' «rffehemäii ^nden mt-'s^ w., oliAbiäMi viMktv aine 
Kugel von anderei« Beteicbiimg ertchiei^R^ ist, jpie Glieder dieser zusammen- 
gesetzten Wahrscheinlichkeit Ergeben sich aus der Gleichung (1 .) leicht. Es 
-findM'^rieh- • - • i'-« /.'•'•:'':•-:■>'• .•./■.: 

IHe R^bet bricht ab, vndüfL ein - Glied J^ {} fiib^lEf^ift» ,. i: !..(• . . 

Sind schon i^tCligehl'g^^^Ml und darunter 4? vota Aet bestimMeül Ber^ 
zeiehnimg erdohien^n , so argieht sich m» (7,> 4o)geiidef Ausdruck : 

Diese Gleichungen finden unter an^enn beim Pharao Anwendung und 
bestimmen die WahrscÜfeiÖlfcftk^il , 'ijafe ' iii tefaiea''Ällrt^«(M) * iWrf'-gfticlie 
Blätter. Ton «iMi* htsiBiMhMi'AeiaolBiaig Mn «r»id«ti , 'v0lli«< dMüi^rher ein 
BbltiiMti dieser flea«iitfantiii^. «tähiiM:! i<S«setit,i4s M jiMb k^^I^4ii»«»d 



« % 



^ 



erschienen und der Banqaier habe nochSi iBlMMr In der HmkI, do-iM' die 
Wahrsohep^lichkei^, dafs ein Plie fallen w«rde: ., 

9. w = ^.j^[(2r-3)(2r-3)-fC2r-4)(?r-ö)+--- 4.3 + 2. 1], 

wenn in (8.) jr = 0, ^ = 0, r=:4, rm = 2r, > = 2 gesetzt wird. Die 
in Klammern eingeschlossene Reihe Iftfst sich Wie fblgt summiren. teä'isl 

Femer ist aus 409. Pg. 1 77 m. Lehre von ' deii' aüfst. Fünci. 

Werden' &eide Gleichungen 2usamm6ngezab1l und das ResülfaV durch 2 dividirt, 
so ergiebt sicn ^ 

i]ftid>yKaiitsebeWfehkäit--iat dio -siM»!(th);i »;...'/ . : r. ! i ' a ; i 

;ii» .!:•■ '•■ . !! :'I ■: ■ jk • • .i <• ■'> • An*4-5i . ' ■• \ i .t .. .. • /•.-./ 

10 u^ — - 

i,-'.;; ••'•^ :' // =;.: ... . .•..«?rH)tt''-i-3).,. . ,..'...,.:. 

Ist schon ein Blatt von einer bestjmmten Bezeichnung erschienen und sind noch 
'2r BUtter umzuschlagen, so ist ..in t^.)^ 07=='], rm — ^=2r, «=2 zu 
jiMilil» .J^Wü^olMiQMphlHtih 4ßfß mJSU^^aiie^t^m.Wt^i^^i.^es der 
i4r«i,«o4k4y>rigii«fi.lH4l^r.gM«il.4f^iii(#^S .^ : ..^ .. . . 

W...R*?..«l»«pWwi»«^ *.*¥»»» laicht ^zu,flHp»iW'^.,:,We.^ljnHP9 ißi.r?^-', 
jP(?mjDtac(» is», ^die/ gewehte WaJjrsch^lißhl^^it _ , ; . , ; 



h » . > 






. . . . ^(2r-rl) 

Sina schon zw^i Blätter vbn einer beßtimmten Bezeichnung erschienen, so ist 
die n ahrscheiolichieiti dafs ein Plie erscheinen werde, wenn noch 2r Garten 
umzuschlagen sind^ • > • . t .; i. , .,. • j 

12. W = -r 7-. 

2r— 1 » . 

Dieser Werth ergiebt sich, >jrenn jri*=2, ''«i|— ^ = *i»' und «=2 gesetzt 
wird und die nöthigen Reductionen ^emicht werden. 

Sind noch 2r Garten amaiM(ilk|g«niind'Vftird ellie von &nen, et^adib 
unterste, als nicht mitwirkend' l^cffrächVat^ so ei;gebei| (Sich auf Ahnliche Weise 
folgende WahrscheinKchkeiten fAr die ol^en bezeichneten Fälle; und zwar, 
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wenn noch k^n Blatt ersdüwra ist: 

4r-3 

(2r— l)(2r — 3)' 

wenn Ein Blatt erschienen ist: 
wenn Zwei Bl&tter erschienen sind: 

Von V Uroea enthält Jede m versduedene Kngeln, .deren Beceidmongg- 
art in allen dieselbe ist. Man nimmt ans jeder Urne eine Kugel heraus. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die gesogenen Kugein die gleidie 
Beseichnung haben? 

Die Zahl der Pille, welche dem Ereignifc ginalig sM^ ist «> denn 
von m verschiedenen Zeichen kann Jedes nur einen gflnstigen Fall geben; die 
Zahl aller möglichen FAlle ist wf. Hieraus ergiebt sich die Wahrscheinlidikeit 

16. W 5= -^ r-' 

Die BediBgttttgett sind Wie oben. Wie grob ist die WtbrselielnliiAkaik, 
dafs nur Kugeln von sweierlei Zeidien erscheinen Werden, und bwst j^i von 
dem einen und p — x^ von dem zweiten Zeichen? 

Betrachtet man Xi Kugeln von der einen Bezeichnung als ein Ganzes, 
und die von der andern Bezeichnung auch als solches, so ergeben sich so viele 
Kugelgruppen von zwei verschiedenen Bezeichnungen, als Versetzungen aus 
m Elementen zur zweiten Classe gebildet werden können. Diese Anzahl ist 
m(iii— 1). Erwfigt man aber, dafs die gezogenen /»Kugeln von zweierlei Be- 
zeichnung so oft mit einander verbunden werden können^ als x^ unjler sich 
gleiche Elemente Versetzungen von p — ^1 unter sich gleichen Elementen ein- 
gehen können, so hat man, mit Rücksicht auf ($. 9. m. Comb. L.), fQr die Zahl 
der günstigen Fülle: 

Die gesuchte Wahrscheinlidikeit ist deMnaoh 
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Diese Gleichung gilt unt so 'iMg^/ab »i tnd P'^cpi unter flieh üngtoiteh sind« 
Ist p — Xi = Xi^ so mfissen die Versetsiui^il , welche hei den'Kagelgruppen 
von gleicher BezeicbnuBg eintreten soHten, ausgeschlossen werden. Die Zahl 
dei; gttnfMgea F*Ue ist dann ... 



^ I 



4 — P 






und die Wahrscheinlichkeit geht in 

über. In diesem Falle ist ;» = 3 ^i , also /^ eine gerade Zahl. 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs i^t die Wahrscheinlichkeit, 

* * ' • . ' ' » __ ' * 

dars Kugeln von, dreierlei Beaseiebnung, x,i von einer ^ X2 von einer zweiten 
und x^ von einer dritten ersehenen werden? 

Setzt man die oben angegebene Betracbtungsart weiter fort, so er- 
giebt sich für die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

Hfc^ ist die BedingtingiSgleiehung : Xi-\''x2^x^^=^p. Sind zwei dieser Gröfsen 
einander gleidi, so ist die Wahrscheinlichkeit 



alle direi gMch^ so iat p^soAx und es ergiebt sich 

' Werden diese Scbiflsse fortgesetzt^ so ergiebt sieh leieht flr die W«6f^ 
aekeinliehkeit, dafs Kugeln toa r verschiedenen Bezeichnungen, Xi von de^ 
einen , w^ voil efaier zweiten n. s. w. erscheinen werden : 



» • B 



Hier Ist die Bedingungsgleichung: 

Xi'\-X2^3l^3'\'"" Xj, =^ p. 

Dabei können die Zahlen, welche die Bezeichnungen andeuten, selbst wieder unter 
•«lander gleich sein und es kann die eine Art final, die anderef ^mal u. S; w. 
vorkomaiMi. Dümus ergiebt fAäk folgende allgemeine ^leiehung: 



I . < * . ■ . 



»•1- 
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F/olgendea mi die QadingUDgsgleipbuBgen ;f(ir ^Kas« Foripeil: 

.!•. \ • W- /j - -tJ-/^. • f^;/3 •; »^ •• «.-'^/p I .'3=3. JL'«. I ."...••' 

Die Grdfsen ^, ^2, '31 'r und j^i, arj, 0^3,"...'. a?/ köiinen üfrter der 

genannten Beschränkung jeden Werth haben , un|i selbst sein. Sollen Kugeln 
von lauter verschiedenen Zeichen ubd je eine erscheinen, so ist die Wahr«- 
scheinlichkeit aus (23.)'. 

24. w = -^ — — • — t = : 

(l'l'f i'^'-m" m'' ' 

wie bekannt. Es ist leicht zu seh^n/dafsi die vqrstehenden GleicJiungen auch 
die Wahrscheinlichkeiten für den Fall ausdrücken, >vo nxir ^ine Urne vorhan- 
den ist und man ;;roal aus ihr eme Kugel zieht, die nach jeder Ziehung 
in die Urne zurückgelegt wird. Der Ausdruck 

giebt die Anzahl der Gruppen, welche eatstehen, wenn die Versetsungen mit 
Wiederboliingen an3 m Elementen zur /;ten CIp^Ae gebiUiH wqrdep, worin 
Elemente mit derselben Stellenzahl ein- pder.mebr^oinal voi;kpmjnW) ufidIdMt 
also eine Aufgabe aus der Coiqbifiationslehre. Die Bedingungsgleichangen zo 
(23.) gelten auch hier. 

Die Gleichungen dfMea Paragmphs finden späterhin maticbeplei Anwen- 
dungen. Insbesondere gewähren sie manche Anwendungen auf unser Zahlen- 
system. Dieses System beruht nämlich auf den Versetzungen mit Wieder- 
bohngea aus dea Bleiaenten 0, 1^ 2^ 3^ 4-^ ^v ^v^, ^9 ^ ra den Versebiedenen 
Obssen, and we|ok( nur darin davon As dafe 4as Zeichen nicht gMahriabea 
wird , wenn es zu AtfAiigie uo4 vor eineiD der üibt igen Zablaeichea em - oder 
mehreremal, oder allein, stehen wurde. Das Zahlensystem ist unstreitig eine 
der wichtigsten Entdeckungen im Gebiete der Mathematik, die um so sinnreicher 
ist, weil das System auf so einfachen Principiaa . berukt nnd dyi^jßtlildwkiuig, jbi 
grauer Vorzeit gemacht, der Wissenschaft so viel« Jahrhunderte voraneilte 
und. ab ein Vermächtnifs eines grofsen Geistes 30 lange vereinf eft. aM verwaiatt 
da stand, bis es gfilang ihr. die gebührenda Stelle a«a5ttwej#&D. JUr fiiiwlw 
ist unbekannt; vielLeiD)il g^efaArt die EAtdecicnng , mehreren G^Mmltonea an^ weil 
sie die Kräfte des Einzelnen fiberstieg. Diese Vermuthung gewinnt an Wahr- 
scheinlicUlLeit, wenn man den Versu<sh jArchimedes, ein Zahlensystem zu schaf- 
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soböpferischen Geiste mifslang. <' Uv> 

Die Menge der »stellten ZableüJ. ^rgjiebt^^ sich laicht , wenn man be- 
merkt, dafe nur 9 Zeichen die erste Stelle einnehmen , an den folgenden Stellen 
aber 'atle Zeichen ' ohiie tJhtefsclMe'd erscheinen I^Annen. Sie ist ' • ' ' . 

Bi» Menge »i»f Z >M on v -^/feloh« l» StitUen ud weniger ^i»eo ItMHe»« ijsb 

27. ^ = P'[0, 1, 2^. ... 9]' — I = 10" — 1 ; •• •- 

denn diq Gruppe, in welcher das Zeichen X) als ein iifacbes erscheint, dient 
nioht als Zahl. , In diesen Zahlen erscheinen die Ziffern zum "theil. wi^defiiolt, 
znm Jheil «uieh nicht. ' ' ' - *'^ 






. ', . '• 



.. In einer. Urne. ^ind walle nzifferi^pji Z^h(en enthalten, \|^ie 4:ro(s i^t di.e 
)\ abv9«|^fiMic^ßit^ . ^ine Zahl zu ziehen, in welcher keiiie ^iffer wiederholt ist?' 

dafa wf 4*w ^sWä ,S^l^^, nur, ^»«s, dar Zf^^M^hef^ ^i, 51^.4, ,> ,,. % nf^f^^ 
folgenden i> — 1 Stellen vfeder d«|9i4b^^ i^X^h c^y|^ .^r Jil|>rijg|en eq^ftii^ende^ 
Zeichen Wiederholt erscheinen darf. JS|e ist 

28. A = 9.9"*-*'-*. " 



Die Zähl aO^r mögrichen F^e ik"fh *(^.;j ürigegebäii. '' Die Wahrscheinlich- 
Uit ist" '■■ •■■*"■■ ' • • ,'''•■ ••'■ •'• ""•■ ■"'" '''"'-' 

29. 1^ = ^^155^. 

Die Wahrscheinlichkeit, unter den genannien Bedingungen eine Zahl ans den 
Vizi^erigen zu ziehen, wenn Weii]^lens etile Uffeir #tbderhoh-ersdfeiiil/^t 

aus (29.)' ■ • •"'■ *-"^ •'• ' • •"■•' ''■• ■^- '''M."i'i.^'> .'. -. . . , ... 



du. «7 — 1— ^^^_, — ^y^4 , 

» kann sich in dieser. OMabuNs picht üb«r tO erbebef . 

Die Wa|ir8c|ieinlichkeit, ans eii^r Urne, die n Ziffern und weniger 
eiithAlt^5 (NQe zu sienen, in wel<^er keine ^i^er wiederholt erscheint ^' ergiebt 
sieb, w^nn.man in ,(28,") n, der Reifep pack = l,'?^^!?^'. .1 . n setzt'und c^as 
Resultat durch (27.) dividirt Sie ist 

31. » fc= 9.__^- — I 

15» 



wiederholt enthfiU, ist /; > ,., , 

. . . :^0'*— 1 

So ist die Wabr^chejnlicbkeiL aus ein^r Uricie. in. welcher irich die fahlen von 
1 bis KKKX) einschliefslich befinden, eine Zahl mit lauter ungleichen ZifTern am 
ziehen, 0, 0*274; die, eine ZaU mit wIedeYhbltlen Ziffern ^2u zielien, ist ü,4726. 
Bei den ZtUlen >voik l ]A9 1(kXX)0 sind «100^ iWabr9eM&li«iiktilMi.lX3:^ 
und 0,6751. ? . • . . • H . * r^; 

In einer Urne sind läuter n stellig^.ZahJen enthalten. Einmal wird ge- 
ZQiren. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in der g^zoffehen l^ahl geracfe 
m gleiche Ziffern vorkommen werden i 

Die Zahl der gflnstigen Fälle finden sich , wenn alle nstelTlgen Zahlen 
in solche eingAilt \verdefa,' fn Wefclieh ' tiüf dieZeichen'f,'':^,; Si, f .'.'. 9, und 
in "Solche, in welche)^ dreselben mit ^ lAYethiMu^g '\oMmfiivii'/'iaielBäh\ \iec 
Fäte;' !ta Weibhett"tt-gentf'(iiR Zeidilen '^ei^die 4Mtii&l tvfedeifiQtl^ 'd^ db^en also 
Mehl- Wiederholt erschemett; efg!*W^icll'hüi4'f'K).5, Wemfram j^^=t*i», V/=ai«», 

■ -'.Midi .{,'<■ ■ I , .' : ■ 1 . ; " i;// .-.;,: .X 

erste Stelle einnehmen kann. Es kann daher nur auf den h — \ letzten oteHe^ 
als nfaches erscheinen. Diese Anzf^hl ist 

^ev%ff,.,ff(^^,,^y^ M^We.^flpf Z^W^A,..|ft welfl^en d^a^^ Reichen, '^we^^hp 
die erste Stelle einnimmt, n — Imal mit sich selbst, zugleich mit () uiv^. ferner 
mit den übrigen 8 Zeilen im' Ergfinziing bis auf n— 1 Dimensionen in Ver- 
bindung treten kann. Steilst ^ « i ' 

Hiezu kommt .endlich die Jnen&f^ .der Zahlen , m welchen das Zeichen , welches 

mijUu . ;.ir)j/j' .•> !^«< .' . ;^"/i // \M:t.A ^u»'.,. '• »Vs»'' j\ . • '»A j»x 'ji'l > **• d fi- 
dle arstoStelle einnin^m^9 nicht unter den. folgenden vorkommt, äond^ra eHi 

anders der übrigen Zeichen als fiiiacnes. und das ^ Zeichen O" als 'Ifi/ftzfetifl^s. 



Ha 
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Sind in einer Urne di%'^tttlWTOti«'l:Ms> t'<)O9dW)>-«lM0chH«(r8Ucfk ent« 
hallen, so ist die Wahrscheioli^^eft', ehle~%ihl zn^ ziehen, welche eine und 
dieselbe Ziffer gerade dreimal enthält, 0,097533. Sie wird gefunden, wenn 

HHii ili''CW!)«V«'«fer*i'ttMiyh =^3;'4,"'i «• sfetlÄ tiii'd" daä Iftesrftat durcK 
»ÖP'/^ldirif:''* Mfttt-*a*n' ( •^^eil''l'='\^tetteW^^ Utk kie^it'iMeh'ähtif gezo- 
gfeü" yl^mek'-^ik'^' iü 'tf eTdl'eV"öhe'Z#ef '••^^dÖ-'drÄ'! 'Vörtdrtrtl. Hlerdui 
läiyt-Ji1<h'lef(lHi'dle'Wafil'$MinffMe/r'i^A^e?, «fi^^ ^ ^H^J^et^n, m v^eh^er 



jj^! .lt. » '1 * 



eine Ziffer höchstens oder wenigs^^s ''^'P*' vorkMomt o. s. v(r' 

in einer Urne benndexL sich m ^verschiedene KufeUi. . Es wird pmel 
gezogen und, die gezogene Kugel ;wira pach der Ziehung in die Urne zurQck- 
gelegt; 'WNl grbfs^ift die WahrM einlii i ^ gft, dafr geiWe A|bestimnile^ugeli^ in 

Bf r sioNi M K^ieh\mff&i^ «\a5thi0 , ditmf t4 ia^ Verlangtß Äin >Erfallung g^e ; 
d«nli die owni bezeichnete ' M^^ilgruppe ist'litä'ein zusammengehöriges Ganze 
tm^hiitMiikmi^'>fiilldf 0kpptt ^mn»wilA fii"Ar'19«HMt^tfI ^Heinetty welche 
Y«Üi4lel««fyisti,floaW('ll«|(liMHHtodV <l^>4lel"id^fM'Zietidtg'Mt^*atf g«2lbk 
VibnlM.«"! DiUBb^gMbt'ij^nMlif-'^l IVMift ^'V^iM 'dtaiiAitif'tS hhna< niffr W^ 
Gruppen in Verbindung treten, welche Hr|Midfefaeiil\ »«(fr 4%;^nj(e^r gleibh«- 
zeitig vorangehen'tfdd.lb^eB^vi.Dit^ £(M\fler.ll|ir«^ F|i]le ist 

.ll J/Iil »ijlll'Hl'/C'l'li '/ 'Mit 1^1 <;('l'iV .»t 7/ .fl'iflo 01.7 UtiK li'Mi". illlitt'Hl ')isi 

Ist. auf diejse Weise .die C^.4-,l](«,„oder eine, spätere Ziehung geschehen , so sind 

-Ulli'!// vjtütmiifi '«'»intil TjmfdniiT'H'jTiinHnr »I f-ni.'» iiT Tn'T^ff/r-»)iiiirii,- ^i T^.. j 

Ar^und mehr Ziehungen voransgegangen , und 49.mj>,l.}(^Qn, lR(^ffli({berweise eine 
kann. Das wiederholte Eintreffen einer Kuji^j^ij^ .^{"IffiVF^aS^te!?®". '? 



Anapradi. Dann Ueib^ fkQ^jf^-2k Ziehungen flbri^^in 
einandar gleichen '^ tt l felg r upftWi -- alle tnögliMiiQn^Steliieir Ufi 



welchen die beiden 
Ufiter siüh einnehmen 



\ ~ 
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können. Die dadurch bedingte Zerstreunngk^-AMUAt itliiMeü' ($. 41; Nt; l!Ml 

m. Comb. L.) ^ ^^~^*^^^^^^' : dennewei gk»cba Elementa wenden » /i— 2*^2 

Fächern alle iff<^glicbpn Stellungen einnebmea Jeder einzelne Fall kann so 
oft vorkommen, als !ti den übrigen m — 2k; Ziehungen Kugelgruppen auftreten 
kfrnnaii. Dii^ «HMuMi^mMtet GmppwrrAiHMb^ i .;• 

-^2 Pil W»*^ • 

.... • X ' • • I ' > 

Diesp Schlufsr^eipe bf.^^ijft ricbligv, Hs ^ie (2*-}: 1 )^f %iehi|fig y^s^hphcjs i^- Vau 
da an mte^ex^ 4Jii^e^n, SdiKl4«9ft auf das dceiqialige YorjfJomvfin der firp^cl^i^ 
Kugelgrupp^n aKgewe.u^^^ difi dacfius .)|efv,Qrgpb0»de^^bl m«& auf eig^e^iiin- 
liche Wejfie bes^tunfut ,4in4 }(PfK 4^- 'S.^at.^iiimfs jWii^er aa^stolseii v\ferdan. 
Diese Anzahl ist ^ ,. ...^ ;. ).--...^,,- ....■/ 




Wird 'dtircb m" dhridf^,'«^ fitid^ steh fttr die ^üchte Waliriscfiehih'clikeU : ' 

. ,,. Bleiben /di» Bedi^gWg?!^, wie «j^^n, imd tfi^rija^ W«kt!ßck(i»WU(fiit' Imh> 
ütimivt, w^rdfl«, d«fr,j<9aipuiH|^f :Kac^ iQ. #i««i\ bfi^oMHen . Ocdwog • iiUHer 
eii^od|»r ii^ .j?; ^^ni^gfik, w^enlgBkips «pMifJ ers^Mm^n .nvii^Mi,; 90.(Mp«M 

sieb MIS 0^.)*i.W«9<^-<>)*I| Ah"^.« .«^r ■'./.. )'l :•. !•' 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grqfs ist die Wahrscheinliphkeit, 
dafs k bestimmte Kugeln 1h einer bestimmten Ordnung hinter einander wenig- 
stens rmal erscneineft werden? 

Dak ^ erwartete Ereignifs kann^' eintreten,' wenn rA? ^ehun^en gemacfat 
sind. Diesi^ii rk Ziehungen können p — rk nachfolgen. ' Üa nun das '^reig- 
nils rbiar Wiederholt eintreffen sölf, so k'ann dies so oft gescheheii, alü f^^leniente 
\a p-rliMy nch'eV imlr^yi \)^'erden köiinfen;" ÖSe IZaür'der JemlS^ar- 
^eten'P'stSeri^t^flfe^'iöra^^^^^ K>:t»:i.;.i .){...•.... .hü jimA 



]Mw^;>8«httet Miikmg« fwbtif,:MswdJe ^n\e der. deai.:SrwartekMi ganeiigeu 

gekomiien sind. lu diefl^m Fall kann das Ereignifs sehon einmal vorau^OK 
gangen sein. Es tritt sofort elQe -wintere gftilstige Hugelgruppe vor. Die Zahl, 
welche dardi dieses Vortreten bedingt wiir^^VW^, lif^stiovvit /uni) abgezog^ 
werden. Während nemlich die fraglichen Gruppen von der {k 4- 1 )tei) Ziehung 
an ^tretj^ nnj^ au^ «öglidieyi 6tellwig^ eimtefamejpt ^ J^ann die<r-f i)te Kugel-« 
gruppf; vortreten und mit ihnen a)ie mögiiohen Ste^ung^ep einnehmen. Es ent- 
stehen hiednrch die Zersirenungro von r-f l Eleinente^ in jp—rfc—k -f ^+ "^ 
Fächer. Damit verbinden sich alle möglichen Kuifelgruppen mr (p—rk—k)leri 
Classe^ Die' auszuschei'denrfe Gruppen -Anzahl ist ' 
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«1 » « 

1 . • » 



Werden diese Schlüsse weiter fortgesetzt, so ergiebl sich di^ von A^ weiter 



1 f • .) 



auszuscheidende Gruppen -Anzahl. Sie ist 

A (;» — (r+2)*+r+2)'-+»l-i „_rw-ai . i 
Ai = — i — ■ I ' iV-jJJt-i ' " " nifT"^^''. ■ 11 l>i..; ■ 



5." to 



«. 9.W! Df« dem Erefgitffe gan£%6Gh^peft'-Aiiz8fal ('jl^)*fet 

. + rpw '1^ ',- — • , . 

Qi^g^Hfbn» Wdirsiob^iiiUd^heil ist deniB^ s.i . 1. 

liMfiablileicht, dafe diaGMchnigM (4 wd «0 ^ spftteim Glieder der 
Gleichungen (l.und2.) in sich begreifen. Sie beginneii mit dein rtctn Gliede 
von (1. und 2.). 

Durch die Gleichungen (4. und 5.) Ififst sich auch folgende Frage be- 
f^itwortep. . Wie gf^QÜ |st die Wa|irscbpi«)iohMi!t dflfp Pntßir jd^Q obigen Be- 
4|jfgp|igen> beS|liuMQte JKvg^ln fin.^i^^r litesMoKqte».. Ordnung iia/i Ziehungen 
wemgstei^ r mä b^^stena ^loal,. also r,. r^X^ fi-^'i^ /"** *V^^ ersehei- 

. XAü 2tU<fter giii8l%eto .Grippen ergiefat sich^ wenn, ^-f 1 statt r in 
(40 vgMBtifc^ . dia erbalteMii'4}mippM-AnzaU von. (4.) «abgesogen md durch 
m^ dividirt wird. Bezeichnet man die Zahl der Gruppen, in welchen khe^ 
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stimmte' Ka^tin in einer beBtbnBftcni Oi^i]itmgw«nigsleBs »-mal imdi''ll^l»teA8 
«nai er0okcfineBv Aircb A^% sb' IM»« «ieti' di« Z«ld (fer^GliippMr; !««1«i'-<fM|l 

.6.' JUi'-^i^'J^i-At^.'- 
Die gesuchte Waferscbelnlichköit tsV ' ' ' ' 

' . ■ . • • •" ii • I , . . ' 

Die Gleichungen (1. 4. und 6.) lösen Aufgaben aus der Combination^ehre auf. 
Die Gleichung (1.) giebt die Anzahl der' Gruppen, in welchen k bestimmte 
Elemente in einer beiStitttmton Ordnung wenigstens einmal t vorkommen, wenn 
die Versetzungen mit Wiederholungen aus m Eleipenlen zyr ^ten Classe ge- 
bildet werden; die (jfleichung (4.) giebt diejenigen^ in welchen diesß . ESemenle 
wenigstens rmal vorkommen; die Gleichung (6.) diejenigen, in welchen sie 
wenigstens r und höchstens irmal vorkommen. 

Laplace bat die Gleichung (3,). C^uen besfadf^cen YfM, \fH^ (20) in 
dem Vllten Bande der ^^Memoires de Math^mat. et Phys. presentes ä TAcademie 
roy. des Sciences 1773 (Probl. XII.)'' mittef^' Integration endlicher Differential- 
gleichungen gegeben. J. Trembley hAl sid im lOtcn Hefte des Hindenburg^ 
sehen Archivs der reinen und angewandten Mathem. (1799) mittels der Methode 
der wiederkehrenden Reihen entwidtelt. Sa vi^l Aufwand ^^s böhern Calcuk 
scheint nicht nöthig^ um einen so ein fachen. Kall aus der Kombinationslehre 
zu ermitteln. Die Gleichungen dieses Paragraphs sind hier hauptsächlich deshalb 
mitgetheilt, um eine Eatwioklaog 2u gebep»^ ^'Uaa bei »den baehfolgen^n 
schwierigem Fällen Dien«(e leisten wird^ :< 

$. 27.-. ■ . > 

In einer Urne befinden sich n Kugeln, mit' den Zahlen 1, 2, 3, .... n 
bezeichnet m Kugeln, deren Zeichen in der Reihe der 2*Uen folgen, Werilen 
besonders beachtet. Man zieht p Kdgbln einzeln berate uhd legt Jedes- 
mal die gezogene Kugel in die Urne zurück. Wie grofe ist die Wiihräeheiti^ 
liohkeit, dafs von den m gesonderten* i^qgeln <ik Kugeln i(*weftifliteii^ hinter 
einander erscheinen werden, welebe die IMli|enf61g^ 
len haben*? ^ * .:-• -^ •!•'' ; • :-:'•■•"•.• ./.•// • •. il) 
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IHe ZM der gfln^en Falle kommt mit folgender Grippen** Anzahl 
ftberein. 

Es werden die Versetzungen mit Wiederholangen aus n Elementen 
zur plen Clesse gebildet und disrunter tn Elemente, deren Stellenzahlen nach 
der Reihe der Zahlen folgen', besonders beachtet. Wie grofs ist die Anzahl 
der Gruppen, in welchen wenigstens k Elemente in der natOrlicben Reihe 
der StellenzaUen erscheinen? . 

Diejenigen Gruppen, welche der Frage genügen-, sind, wenn die Ele- 
mente, welche die ersten m Stellenzahlen haben, beachtet werden, folgende: 

1. üi a2 ih fik •= G - 



üi «2 «3 • • • • 


fik 


^2 % ^4 ' ' * * 


^k+l 


^3 «4 ^5 


«ik+l 


(im-ki-l Äm-A+2 


«m 



Ihre Zahl ist m—k-fl^ wie sich leicht zeigt. Das Vorkommen sammt- 
licher auflösenden Gruppen soll durch Gi bezeichnet werden *). 

Der vorliegenden Frage wird genügt, wean eine der in (1.) angege- 
benen Gruppen in k Ziehungen gerade von der ersten, oder gerade von der 
zweiten u. s. w., oder gerade von der</>— Ä4-l)ten Ziehung an erscheint, ohne 
dafs selbst eine der auflösenden Gruppen in den frühern Ziehungen erschienen 
wäre. Diese Bedingung kann der Natur der Sache nach von der (A^-f l)ten 
Ziehung an eintreten. Von hier an mufs sie in den Calcul aufgenommen wer- 
den. Zählt man nun die Gruppen der Versetzungen mit Wiederholungen aus 
n Elementen zur pien Classe nach einer Richtung hin (etwa von der Linken 
zur Rechten) I, so können mit Rücksicht auf (1.) folgende Fülle eintreten : 

a. Eine der dort genannten Gruppen erscheint von der ersten Stelle 
an. Die Zahl dieser Gruppen ist m — k-\-l. Jeder einzelnen Gruppe kann 
jede beliebige Anordnung von n Elementen in den p — k folgenden Stellen 
angereiht werden. Die Zahl der nachfolgenden Gruppen ist n^. Die Zahl der 
hiedurch bedingten gflnstigen FäHe ist 

*) Die nänilicben ScUuMe gelten, wenn m andere Elemente, deren Stellenzahlen 
die genannte Ordnung haben, herausgehoben werden; sie gelten sogar noch dann, wenn 
m Elemente ausgewählt werden, deren Stellenzablen einander in ganz beliebiger Ord- 
nung folgen. 

16 
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«1 



h. Eine der unter (1.) angegebenen Gruppen erscheint gerade von der 
itweiten Stelle an. Dies erfordert die Bedingung, dafs keiner auflösenden Grappe 
ein Element an der ersten Stelle yorhergehen darf, dessen Stellenzabi um die 
Einbeit niedriger ist, als die des Anfangs -Elements, Geschähe dies, so wäre 
dadurch eine Gruppe gesfihlt, die unter den in (a) gezählten milbegriff^ ist 
Die hiedurch bedingte Gruppen -Anzahl ist in folgendem Ausdruck enthriten: 



Ä1Ä2- ••öifc + ^5 



a. 



a. 



A4 



a. 



«2 

«4 



^2 






a 



n 



Ä«.«Hi ••••«« 



Der Ausdruck ISfst sich dadurch abkürzen , )lafs man jeder auflösenden Gruppe 
alle Elemente ohne Unterschied vortreten Ififst und dann diejenigen ausscheidet, 
in denen das Element, welches die nächst niedrigere Stellenzahl hat, der auf- 
lösenden Gruppe vorsteht. Er geht hiedurch in folgenden Ober: 



«1 


fll«2 


'■'•<** *'l Ä» "3 


«ik+i 


«I 


«,«3 


<»«+l — «2|«jfl4 


• • • • f*k+2 


«J 


«jfl» 


»i+i «j a« «5 


"•• «i+s 



a. 



dm-h+l ^m ^'m-lt | ^m-t+l « m 



Die abzuziehenden Gruppen, welche hier durch St bezeichnet werden, haben 
eine Dimension mehr als die auflösenden. Die Zahl, auf welche s^i^ fahren, 
ist um eine Einheit geringer, als die Zahl der auflösenden Gruppen. Die durch 
den Ausdruck bedingte Gruppenzahl ist 

n(iii — Ar-f 1) — (m — Ä). 
Jede beliebige Anordnung von n Elementen kann jeder einzelnen von 
den eben genannten Gruppen an den spätem p—k — l Stellen folgen. Die 
Zahl der hiedurch bedingten günstigen Fälle ist 

A^ = [ii(f/i— *-f-l)— m— Arjn'^-*-* = (m— Ä-[-i )n/>-* _(»,—*) «P-*-^ 

c. Eine der unter (1.) aufgefährten Gruppen erscheint gerade von der 
dritten Stelle an. Ist dies der Fall, so darf keiner der genannten Gruppen 
das Element unmittelbar vorangehen, oder an der zweiten Stelle erscbeinen. 



123 

welches die um eine Einheit niedrigere Stellenzahl hat. Geschehe dies^ so würde 
eine Gruppe ^ die sehen unter (6.) gez&hil ist, noch einmal gezählt. An der 
ersten Stelle kann jedes EHenent ohne Unterschied erscheinen. Behält man 
die in (6.) angenommene Bezeichnung bei , so ergeben sich folgende Gruppen • 

Ihre Anzahl ist 

ri[«(rü — Ä+l) — (f/i ~Ä)]. 

Jede beliebige Zusammenstellung aus n Elementen kann diesen Gruppen an 
den p —k — 2 spfttern -Stellen folgen. Die Zahl der dadurch bedingten gfln- 
stigen Fille ist 

A^ = {fn — k'\- 1)11''-* — (m — A)ii^-*-\ 

d. Erscheint eine der unter (1.} genannten Gruppen gerade von der 
vierten Stelle an, so giebt die Anwendung der bisher gemachten Bemerkun- 
gen folgende Gruppen -Anzahl: 

= («n — A:-f- O«*^ — (m — k)i^-^K 

m 

Die auflösenden Gruppen können bis auf die (^p—k-]- l)le Stelle forlracken. 

Wird diese Betrachtungsweise fortgesetzt, so ergiebt sich fOr die An- 
zahl der gOnsligen FAtte, Yon der (/i— Ar4-l)ten Stelle an: 

A^^, = P'[a,,a;r''^lP'[a,,a^yG,-S^ 

= (m — *+l)fi'^* — (m— Ap)«*^*-*. 

Die Snmmirung der unter Ai^ Az^ A^^ Ap^i^^ gefundenen Anzahlen giebt 

folgenden Ausdruck: 

2. B = {p — k-\^l')itn — k'\'t)nP-^ — (p—kXfn—k)nr^K 

Die Schlufs weise ist, wie schon oben bemerkt, so lange richtig, bis das 
Anfangs - Element ehier der auflösenden Gruppen cKe (A;-f l)te Stelle, oder eine 
spMere erreiehi In cKese» Falle können an den vorhergehenden Stellen Gruppen 
erscheinen, die unter den in (2.) aufgefflhrten mitbegriffen sind. Ihre Anzahl 
mufs gesacbt und ausgeschieden werden. Bei der Zählung dieser Gruppen kommt 
die in (a, b, c, d u. s. w.) aufgestellte Behandlungsart selbst wieder zur An- 
wendung und erleichtert die Rechnung. Es ergiebt sich fflr die Aufsuchung 
der fraglichen Gruppen folgendes Schema: 

16» 
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+ [F («, , «,)'+» 6\ - p* («x , «« )* «1 ] i" («i , «,y-"-*- 

-f (P' (a, , «,)*+' G, - P'<«, , «.)»+' «,1 P' (fl, , a,r ^»-^ 

+ [P' («, , «„r * G-p' («, , a,r *-' Äi] p' («I , «-)". 

Die Ausdrücke P'iai,a,)\ P\ai,a,Y+', .... P'{ai^aJ-^ rechts des Gleich- 
heitszeichens in (3.} unterliegen der bisher aufgestellten Behandlnngsßrt. Fol- 
gende Fälle sind daher zu untersuchen. 

«. Die Zahl der Gruppen, welche wegen des ersten Ausdrucks P' (pi , a„)^ G 
(in der ersten verticalen Reihe) ausg^diieden werden müssen , ergiebt sich aus 
(2.) , wenn man p = k setzt. Auf jede dieser Gruppen können n Elemente 
in jeder beliebigen Ordnung an p — 2 k spätem Stellen folgen. Die Anzahl 
der hiedurch bedingten Gruppen ist 

ß, = 1.(1» — Af-(-I)(lll — Ä-fl )•!»''-". 

/*• Die Zahl der Gruppen, welche wegen P'(ai,ii„y+* (im zweiten 
Aysdrocke der ersten Yerlicalreihe} ausgeschieden werden müssen^ ergiebt sich, 
wenn die in (a und 6) gemachten Bemerkungen gleichseitig angewendet wer- 
den, oder, was dasselbe ist, weHa in (2.) Ar-fl slM p gesetzt wird. Ver- 
bindet man den bieduroh entstehenden Ausdruck mit Gi und mit der Zahl der 
Gruppen, welche an den p — 2k — 1 spAtera Stellen folgen können, so ist 
die auszuscheidende Gruppen - Anzahl 

i?, = £2(m — Ä*|-l)n— l.(»i— Ar)](m-Ä-|-l)»iP-'*-» 

= 2(»i — Ar-f l)(»i — Ä-}-l)nP-'*— l(m— Ä-f l)(m— Ä)ii/^ 

^. Behandelt man P' (ai^ a^y^^^ (im dritten Ausdrucke d#c ersten Ver- 
ticalreihe) auf gleiche Weise, so erhält man folgearia Zahl auatnaobeideader 
Gruppen: 

flj = 3(iii — A-|.i)(w — Ä-fl)n'^'* — 2(m — Ar4-l)(m — *)n^-**^. 

Fährt man auf diese Weise fort, so giebt der letzte Ausdruck in der 
ersten Yerücalreihe für die Zahl der auszuscheidenden Gruppen: 



>— 2i— 1 
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AnsdrOeke Bi^ B^^ 03 , .... Bp^^^^i lassen sick snmfiiireiL Ihre 
Shmuniroiif giehX MgemimB Aosflruck: . 

Die Bemerkungen in (e, fi g u. ^ w.} lassen steh für die AusdrQcke in 
der zweiten Verticalreibe in (3.) vcnn zweiten Gliade an wiederholen. Es 
ist daher Ar, k-\'\^ ^-f^9 -'** p-^k — 1 statt p in (2.) zu setzen und jeder 
dadurch erhaltene Ausdruck wegen S^ mit m — k und ferner mit der ergän- 
zenden Potenz zu multipliciren. Die daraus sich ergebende Reihe ist um ein 
Glied kflrzer, als die eben geftindeiie. Es ergtebt sich folgender Ausdruck: 

4- 3 {m—k\- 1 ){m—k) n^^*"' — 1 {tn—k){m~k) n^^-^- 
+ 3 {tn—k-\'lXm—k)n^^'' — 2 (iw— *)(m— Ä) n^^^'^ 
4- 4 («»— *+t X»w- A) n'»^*-^ — 3 («m - *)(m— Ä) n»^^*-^ 

In der zweiten rerlicalen * Reihe von (3.) deutet Si auf Gruppen von 
der (A-f l)ten Dimension. Durch den Vortritt von den Versetzungen zur 
(Ar — l)ten Classe können Gruppen entstehen, die sich bis zur (?A)ten Dimension 
erheben , die sieh dadurch als ein GauMs ' characterfsiren und die besondere 
Ausscheidungen erfordern. Dadurch wird eine weitere Reihe von . Ausschei- 
dungen nöthig, welche durch folgende Zusammenstellung angedeutet werden soll : 

+ P'(«i, «.y • P'{a,,u„y''Sr P'(n,, a„y''-' ' 
+ P' («i , O' • P' («1 , «0*-^ «1 • P' {a, , fl„r '*-^ 



'••■''■ .... .^ • ■ • . . 

h. Die Anzahl der Gruppen, derei^ Ausscheidung dqrJn allen Gliedern 

der vorliegenden Darstellipig. vorkommende Ausdruck 

^P'(a.,fl^)*-^Ä, 

verlangt, ergiebt sick, wenn diejenigen Gruppen in P'(ai,i72, ^a)*"^ auf- 

gezfihlt werden, weldhe k — 1 Elemente von den in Betracht kommenden m Ele- 
menten enthalten, deren Stellenzahlen in der Reihenfolge der gewöhnlichen 
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ZaUeB erschemen und welche die Eigenschaft ballen, mit der Stellenzabl des 
Anfangs -Elementes der nachfolgenden in iS^i «ithalkeMs Gruppen eine Gniiipe 
von k Elementen nach der Ordnung der gewöhnlichen ZaUen zu bilden. Die 
Gruppen, auf welche diese Entwicklung föhrt, sind folgende: 

a^a^ii^ «i_i I Qi I «A+i ^k-yi Oijt 

Ä2«S «♦ '•••<** I ^A+l I ^*+2«*+J • • • • ^*+l 
^3 A4 ^6 • • • • «*+l I «i+2 1 ÖÄ+3 ÖA^ «2Ä+2 



ÄM.2H1 • • • • <»m-*+l |«in-» «m-Ä+1' ^^ 



*m 



Ihre Zahl , die durch G^ bezeichnet werden soll , ist m — 2 k ]-l. In RDck- 
sieht auf die Zahl der nachfolgenden Gruppen ergiebt sich folgende Anzahl 
auszuscheidender Gruppen: 

f. Der zweite Ausdruck in (4.) erfordert wegen P' (Hi , a^Y^^Si die nem- 
liche Behandlung, wie in (h). Dabei ist, wie in (6) bemerkt, die unerlifsliche 
Bedingung, dafs keiner Gruppe ein Element, dessen Stellenzahl um eine Einheit 
kleiner ist als die des Anfangs - Elements der Gruppe, in der ersten Stelle 
vorkonmien darf, weil dieser Fall schon in (K) begriffen ist. Es mufs daher 
eine fthnliche Unterscheidung wie in (6) gemacht werden. Dabei ist jedoch 
zu bemerken, dafe nur m — 'ik Elemente in Betracht kommen. Es findet sich 
folgender Ausdruck: 



«1 


«l«l- 


••ffjjl--Äa 


flj«j- 


"Oik+l-{-ftl 


Ä3Ö4-. 


••Ä2Ä-H2-' 


• •«1 


<lm-M-t-i * * 


••«« 


«I 




«J 




«, 






«i 






«J 




a* 




«♦ 
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• 
• 
• 
• 






• 
• 
• 
• 




• 
• 
• 




• 

• 
• 






«m-2i.l 






«« 




«» 




«. 






• 

• 
• 
• 







Auch dieser Ausdruck kann vereinCacht werden.^ wenn man alle Ele- 
mente ohne Unterschied vor jede Gruppe treten I&fst, und diejenige abzieht, 
in welchen das Element mit der nichst niedrigeren Stellenzahl dem Anfangs- 
Elemente vorgeht. Hiednrch geht der obige Ausdruck in folgenden Ober: 

' ^Q = P'(Äi,«2, ••••«„/Öj — ai|ll2«3 •••• «2*+!, 

— ^jf^Ot .*a+29 



— «m-2*l««-: 



-2]l+l 



• . . • 



a 



m 
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Bezeichnet man die abzuziehenden Gruppen, welche der (2k-{'l)\eü 
Dimension angehören, durch S^^ und bemerkt, dafs ihre Zahl m — '2k ist, so 
ergiebt sich 

2;Q = P'[a,,a2, • -aJ^G^j — 5^2 = n(«i— 2*+!) — (//i — 2ä). 
In Rücksicht auf die begleitenden Gruppen an den p — '2 k — 1 nachfolgenden 
Stellen ist 

C2 ~ (w — 2Ar+l)n'^'* — (m— 2Ä)w''-'*-\ 

Die Art, wie nun die folgenden Ausdrücke in (4.) behandelt werden 
müssen, ist in (i) angegdben und bleibt dieselbe« Man erNtft für die Zahl der 
Gruppen, welche wegen des dritten Ausdrucks auszuscheiden sind: 

C3 = (»I — 2*4-l)»P-^— («• — 2*)i|P-'*-^ 

Wird dies fortgesetzt, so ergiebt sich für den letzten Fall: 

Die Summirung der Wertbe von Ci, Cj, C3, .... Cp^2i+i gi©bl fol- 
genden Ausdruck: 

^B.^i = — (jt> — 2*+l)(w — 2A:-{-l)n''-'*.f-(;>-2A:)(m — 2*)«P-''*-^ 

Die Vereinigung von B^ — B^i — B^^i aber giebt für die Gesammtzahl aller 
duszuscheidenden Gruppen: 

— (/» — 2 Ar) (m — 2 *) n^'*-'j. 

Ihrer EDtstebtrag zafolge Ifffet sich die vorstehende Formel auf folgende Weise 
ausdrücken: 



0. 1/ =s Ä — -—L. GiGiVf^ Hü — 



J?|l »Jri»-lf» jjji 



||P-2ik-» 



^ ^T^^*;-^)''' S, Sx n^^*^^ - [{fi~2*+l) C.nP-^* - (/i - 2 k)S2nP'^-'] . 

Die der Gleichung (5.) zu Grunde liegende Formel ist so lange richtig, 
als eine der auflösenden Gruppen von der (2Ar4'l)ten, oder von einer spfitern Stelle 

an erscheint. In diesem Falle können an den '2k, 2^4-1 9 '^k-\-2^ P-^'^k 

vorhergehenden Stellen Gruppen ' erscheinen , welche der oben aufgestellten 
Bedingung genügen. Sie sind anzugeben und auszuscheiden. Bei Ermittlung 
dieser Gruppen kann die Gleichung (5.) selbst wieder benutzt werden. Dies 
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giebt folgendes Schema: 

[P («, , «,)«+^ ß!, - P' («, , «„y * Ä j P' («, , «j"^*-» 

[P'ia, , a„r»* G, - P' («, , a„y^'-' ÄJ P'(«. , «„)". 

Alle Ausdrücke der ersten verticalen Reibe sind nach (5.) zu behan- 
deln, indem man allmilig 2k, 7k'\-lf.2.k-\-Q, .... p^'2k stalt p setzt, die 
adgezc^eA Gvufpm - Anzahlen angiebt und die Resultat« sammirt. Die Aus- 
führung der angedentetea Rechdang giebt 

Alle Ausdrücke der zweiten verticalen Reihe, vom zweiten an, sind ganz 
aul* dieselbe Weise zu behandeln. Dadurch entsteht eine Reihe, die um ein Glied 

kürzer ist; denn es sind die Werthe 2k, SÄ-f'j 2Ä-f 2, p — 2k — l statt /i 

einzuführen, die Gruppen - Anzahlen anzugeben und zu summiren. Dieses giebt 

Aufser dieser Behandlungsart giebt es noch für sfimmtliche Glieder der 
zweiten verticalen Reihe eine zweite» Durch den Vortritt von P^ai^a^^"^ 
\ovSi entstehen Gruppen , die, in Verbindung mit den iUiSi begriffenen Grup- 
pen, zur Dimension 2 k sich erheben und dadurch Gruppen von der Form G^^ 
bilden, deren Natur in (h und t) erörtert wurde. Dies giebt den Ausdruck 

. . 8, ^ [F {a, , a„ )* G, - P' (n,, a J*-^ ÄJ P' (n, , a„y-'' 

- lP\u„ (i,y-"'G,^P'la„ a„y>-''-'S,]P'(_a,,aJ. 



Die 'l^läS9^ (f, f ti» i. w.) sind , wie lefoht tu sehen , auf sftoiniUickle 
fflieifor der ersten ll^he, so wie auf die der zweiten Reihe, vem swetten 
GKede an, anwendbar; die Reenittate sind mit den begleitenden Gnippen- 
Anaehlm 'in TerMndeA und vdMm zn sumairen. Dlrnn ist in (2.) der Reibe 
nach/i=:*,*-f-l,A4*V,...:(]ff— ?*), darauf«*, Ar-j-1, A-f 3,.... (//--5*— I) 
zu setzen und die Mr die erste Reihe sich ergebenden' AusdrflclLe sind mit 
m — 2A:-f-l, die ffir die zweite sieh ergebenden mit m — 2k und mit den 
ergänzenden Gruppen -Anzahlen zu verbindeit. Die erste verticale Reihe in 
(8.) fahrt zu folgendem Ausdruclte: 

(He zweiM tu Mgradem : 

D.^l = i2=^ (.;•-*+ 1 ) (m-3Ä) n'^-^*-^ - ^^=^1=^ (/ii-Ä) (,m^2ki n^''-\ 

Die zweite y^cale Reihe in (8.) gestattet poo)^ eine zweite Behandlungs^ 
Art. Durch den Vortritt von den in P'fßi^ ^n)^^^ angezeigten Gruppen vor 
5*2 entstehen Gruppen, weiche dnreh Anreihnng des Sehlufs- und Anfangs* 
Elements sich zur DimenaioQ i^A: erheben« Sie characterisiren sich als Ganzes 
von der nachstehenden Form und Anzahl : 

Os^t •»••• «A4-1 1 ^M-2 I ^4+3 '..''\^^k^^ 

' * • • • • , • 

Sie sollen durch G^ bezeichnet werden. Ihre Anzahl ist m—'ik'\'i. Die 

• 

Berechnung ihrer Anuhl erfordert . die Bkbendlan^-Art) i^elbbe in (b nnd i) 
vorkam. Dadurch entstehen Gruppen von den Dimensionen Zk und 3A:-|~lt 
die durch ^ wid fi^ beseichnet werden solkn. Sie sind in folgendem Schema 
enthalten : 

17 



im 



Die ersleverti^ale Reibe bat p-^'ik-\-l Glieder. Jedes ^iebt, inUKAfOksieiit auf die 
dasselbe begleitende Groppea-^ Am^U? (m— :i4^-f 1)»"'^^ . |hrt».Siwnie .ist 4ßinv 

Die aweite vertio^le jReibe bat nwp—^H^Ui^dßr. Jedea GK^d bat Griyp^B 
von der (3A:rf- l)ten Dimension. Form und Anmbl dieser Grupfiett ist . 



f 3 I '4« Äi «SU 3 



l! 



^m-3ik I ^m^ik^l • • • : öm 

Werden die begkitenden Gn^ipen- Anzahlen beräeksiebtigt, so giebl jedes Glied 
(wi — 3/0«'^^*"*- Hieraus ergiebt sich die Sunune 

- D:^^ = — (/; — Sk) (m — :U)n^^^'. 
Werden nun die Werlhe Z>. , A-n A-ii, 0,^2^ ^,+3, A+# JMiswnieng»«ahU, 
so findet sich, nach gehöriger Anordnung, folgende von (5.) auszuscheidende 
Anzahl Von Gruppen: 



• t 






lOK 



(«i-*-flXi/»-2A:) 



nP- 



(m-kXut-'2k-\-l) 
■ + ^e=^^(«-Ä)(m-OÄ)n''-«-] 

In Rflcksicht auf die Entstehung dieses Au|drack^ ergiebt sich folgendes Schema : 

11. i> = 

I ** T ' ^3|i 



SiiOiG, 






-^^=^'ÄA«Jn-- 



'[• 



(P-3H1)''' 

i»ii 






^»__(l»-3*)»l 



l»l 



1 









,+fc=i=iei«.*|U--.-. 



B 



&Si 



+^^=^lEe,W-'J=^s,]^'. 



lat 



[ 



ip- 



Die ^hiebet keftigte SohlufiiwelM ist so kmgeti^bli^V'Mi eine der auf- 
föienimi Ontj^m in 4ie .(:iA^- l)te oder in «ine sjjrttere Stelle gertekt tot 
Vbn, dai'M^i»ifldi>tiiBiii«nliiig9 {Aoise}iei<h]ii|fe0 dOttiig. Die ÜbU der tfadüiisdlel^ 
ihttiitir>*Gteppitei:epgM»|.BMi^ wiAM man zuerM dfe Fotim) (10.}> dann die 
PöMel i(ri5.). «nd endiieb die fWinel (2.) wiederhol; anwendet. Im erstek 
Falle Ntreten A^ G^üie ^ ttfld^i^ im zweites €n, nod S^^ in dritten O^ 
-iitidijSr 'äkfj' Aafterdetti treten eddKeh^ebikte v^n d^r Ij^ofin' G^^ nad S^ auf. 
DiA«i ist iim m^riMi, delü G^ ^' m^^k^-l hwi*\S^ *i= m'^^k gewM 
'Miim^^ttixitk 'Die^filed«utM[g von ^xS^V^sV^n 'Szf^s {i9t^Ms 4efli Ff^ahern 
iMcamt-^ Da&'fifchettMi^'welebee Mdi aw itfescm-BMierlnitigen Mr dj^ Antehl 
d^riwndiiseietdefidil» Gruppen er^ebl, ist: <>/ ^n ' "'^ 



■' j 



I. 



i' J . tl 



J.)i'« *;:!*■.'. .jl'.ir -j '^•.l 



» « 



i".i, •■ 



'1-, ^' ••> ; u: S^iSfii 



.'1 



r I 



1 1 • '• • ; • I ; 



"l. 









f * > 



I '. ; 



I .■ 



%'^'%&^--'» ■■■-■ *>■■'■'■ 










I I ■« • I ( t «• 



SiGfi'i 
GiSxG^ 



r 




SiSiG' 
^iG2Si 



.> 



" I 






J^4*^ 



,^ 



4 I 






6r26r2 

• •• • ' 4V,A 




(p— 4A;— 1)»|1 



l^^'.^ J'*'^^)-"^ t 



ri 1 






fi^l 
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S2S2 






J-t-. 
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las 

. D«0 %\\gfim^ne(hse\fiiMr die EftlwicUotig too B^ CfBp£^$ v. . . lAfst 
sich iw (1^- 11* 6' ^M :^.) «rk^noeb ub4 auf folgende. Art d^ellM^ Die 
8yviho\e fii^.i^2^^y^ ..., deolen mf 0)rn{^n;veo.d«ikJDtfii&ii^itii!A9 2kf 
'3lfr, 44r, . . . «; j$(ft^ ^^^ «S^i, iSti, . . ,; dental «uf <j««ppejB VQn,d«fiINoieMiiNMi 
,^^1, 2A4:U.^^rf-l, 4A?4*i, .... Jwe deutea feroer «af dte.Zrtleii 
«i-r^-fi, ««— 2*-f 1|^ «i— 3i&-f 1, ..,., dfdse, auf m-r^?,. »—2*, w-rä^^ ..•. 
Betrachtep win iiiia die delnMe vm E^ ^ ^fi^ sieb«, d^fi» in, ilmen. 4ie Stetten.*- 
i^aU^B von 6^9 G^^ G^^ G^; 'Sd^^v'^H A umner ikt Satmme ,4 gtüMi; 
iU|i4:9WiM* ÜB ^4fir ersten. Horieootalreihd s^ut vierteikf in. d^r^jifveiten zur drit- 
tftft, in der dfittep ßw « wollen ^ili' dw leMen .Mr ersten Obls^i Beta«eliteii 
wir die Glieder von E in verticalcr iUohtwg^.ao, jeI]M;J^ir itt:.dMM rd^ 
ersten verticaien Reihe nur die Gröfaen^r^, 6r2, G^^ &«; in denen der iwei- 
ten Reihe eine von dep Gröfsen Sx^ ^S^^ S^^ ^y^M denen der dritten R^be 
zwei; in 'denen der vierten Reihe* drei; Jn denen «der ffiäfleta ICeih^ vier.; 
Dabei durchlaufen die Gröfsen Siy 82^ ^y.^« &Ue möglichen Stellen, Zer- 
streuungen ifi^JRAph^ bildend. Für jedi» lili^liie Stellung, welche die Gröfeen 
Si^ 82^ S^^^^ßt^ unbr den Gröfsen Gi^ Gi^ &3, G^ einnehmen, ergeben sich 
noch insbesondere die Versetzungen sfiqimtlicher Gröfsen, die sie nach den 

' .* ^^l,eUMzahlen eingelwn v t^Annen. Das Gesetz des Zeichenwechsels in jeder 
horizontalen Reihe , s|0' wie iii den horizontalen Reiben unter sich , zeigt sich 
deutlich ; eben so das def ' begleitenden Facultfiten und Potenzen. Dies lilst 
sich leicht verallgemeinern. Bezeichnen wir, was. nach dem Bildungsgfisetzei 

i der Zerstrcfuungen vi FHlcher und der gleichzeitigen Versetzungen air'A^ Gr(^; 
\ fsen 6r^, 6r2, €^3, G4; S^ji Sz^t S^^ S^ vorgenommen werden c^otl, in. diesem 
besondern Falle durch D^ so ergiebt sich fdjfeade aligemeine Form fflr das 
rte Glied: 



« ' « 



\ Kf . ^*^« ■** 



^r > * ' .... » • . : * " 



....(_,)-(£=(ö*£i^5(ß;«ro»(-.)'fe^^ 















(-ir'[ 



r-,r()»-»"*+i)^' 
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i»ii 



D{G,G^,) 



*»>-fcr*^ 



• (A • ■ 



• I 



l^u 



D(G,»,.,) 
D(G^a^_,) 



« + 



(,.-r*-i^ , 



1*1' 



» • l 






]i|P-rt-» 



'* V' - • I 



i 



Zahl fti». Ist r eiae^aijgreratfe zara, li^^IälieÄ sie folgräde Tori» ;x ! 

/^(G^Kr-ij6^K»^+i))i ^(^K'^i)'S'i(rWi< -\*^(^i(yi)^icM^ 
Hierans ergiebt sich fAr die Gruppen -Ansahl, welclie ^d6m Ereignifs 9flns% ist: 

14. 'J = B— C+U — JB+F^ 

Man sieht, dafs sich die Rechnung, wenn auch in ^rofsen Kreisen , qoch 
nach bestimmten Gesetzen bewegt und beliebig fortgesetzt werdfen kahnl^^ bie 
'»DtwieMte^ Dai«Mlk£g<«ri^ lÜtt dfebi B^ef)^n(l» gMstf^'^OHlpii^l^ ist: 

iiiih Ji'jilil'jflniofioJiiilnV/ oil- iii feir/i':; oi.-.'' . .'.u..:: o./i j • ih m 1\,l.,A .. ^'. 



— tf 
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'•* »mV 1 



"i ' A;, 



f [(^-3*+l)(«--3*+0»— (F-3ft)«e*w3«)lMP*^ 






Ai 



(U 
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Die gesuchte Wahnoheiiriio^it ergnM' sieh, weo.i| ii .d^fch die fohl qller 
möglichen Grupp«» diyidirt ^rd. Sie ist .s , ^ 

. { I ! .' 16, «> = 






i — — ^ : M**+» 



1.2.3.»«+» ' ' 






. t >-ÄKtit-2Ä-fl)] 

, . Ajas den |>is jet^t . erhalteaen Resultaten lasaev sich nun ieicht weitere 
t olgerungen ziehen. 

bezeichnet. Man zieht p Kugeln einzeln berans und legt jedesmal die gezo- 
gene Kugel in die Urne zurück. Wie grors ist die Wahrscheinlichkeit) dafs 
k Kugeln (wenigstens) hintereinanTOr erSbh^e^** werdeA\ welble^'^die Robed^ 

Die Zahl der g0fk»ltig«»,'|^|aieiv^ebt^f^l«i«hl^i «f«gn-iMiit^C^^ 
m statt n setzt; denn es. mOsseq hier^alleilliiff^ .mit^rken, ,am dW()A|Dl6pihf) 
zu entsprechen. Wird äaher' hi (lo.) m iiäii »gesetzt, sö^ findet slöi für 
■•' .4[^«fis»cMi'^j^h^$cyi«li*^^l^fiiJ^: i ^i^^,/. 

' , (p-2Hl)( «*'-2*4 -i) (»-2t)(m-^) 






. Aie.ftNÜMfHftfn iinA dieacdbea' wi^ m^ Anfang • ifieses, Patafin^fl. 
Wk^^P!^i^:k^iz(lkfyf^^K^tWiAkek m ^eaondarten fiugeia 

k Kugeln j weiMgst^9 r und höahstens 9 (also r, r -f- t , ^ -f ^ ? "^^1 

hintefeiriahder injd^r Reihenfolge der gewöhnlichen Zahlen erscheinen werden? 

' BeHaRen ' wir dicf itn 1ro)ri»en f ärägfäph g^vrahlte Bezelchntm^ ' bei , ' äö 
etgiebt 9i(^ ffll^ die AniaU W AeAi fJliterneliffleii gftosUgeÄ 'F&lte'! '' 

wenn ^1); die ZphI der Glieder yom rten und Aj,'^^ die Zahl der Glieder vom 
{ii-\-\)lea ao in dem. A°s<lracli (14.) yder (15.) iat- Bezölthnen -wir die 
Reihe (14.) auf folgeade Weise: , 

,._ .... . .'i , .' .\ '* ^ A^-^^ll" #*.~.^* ••:"'. . ■ .\ , . 

^^,}^ ...'■.■ :,-•: ' i!- . '• .i "•" . •• . ■ •• •.'. ■ . . 

Alt\ = 4J+»- j;+* -f 4J+^-T 4I+' -f . . . . , 
«ad ü^ ^el^t moh dili«; .fOR (18;) fiolgbtd* swai Fonne»: 

19. 4r = Al-Al-^'-\-Al+^-Ji+'-\-....-AU •'■' '■ • 

Rür 4ie getadit« WahrsdbcioUdikeit erfiebt sich 

41. tr = — r— = • 

,..,•■,...•• HP ■ . ■ mP ,- . 

SMtM'MHe Kdgdn, die in ieg Urne enthdlM sflttd, flMtirirken, siö ist aus (17.) 
die frflgttohe WafarscbefaBchkeit: 

22. «, = ^ = ^z:^. ■■ 

Die Wfthneheinlicbkeit) dafti k Kugeh von der genannten Eigenschaft gera^^ 
^i^iiMif, nicht n^hr nnd ni^ht weniiger^ erschiäinen werden, ist afos (15.): ' 

5io. «r == — ^ — ^ •- ' 



I 
I. i * ' • ! 



in • M 



• • • 



EHe WhbrddieinHdikeit, dafli Bli höcAsteti^ raial, also s, s—i^ s—'J^..\.3^%l mal, 
odj^ IgAi" fiteht eih^cheinen wertfen, ist * ' " 

, /, * • . . . I / . • »^ 

., JCK« in di#MiB FiMfni|ili im|0eatditmi GlnAungen sind aUlgMieiner ab 
des..yoffi0BW Pnragfri^«» .Sa. lasaw $Mi nna ihnen iMe dee vorigen Para- 
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filiflniWttht aUöttevi S611eii aieKafthr'Ui Matr 'i t iHl mii teii' Ortoung er> 
scheiaen, «o :geiit^A in m tber nnil '«s-ist mm' (l^v)'4le''W«b^ehefiMchk«it':- 
Diesp aieichnojj ät>»ipt .mit jC3.),iii^ vqf%<jn I>^«gin»phj,:, ^|>i9n,,n» mpeU sich 

die Gleichui»^X2) <Jw yori«?» :t?ri)J5rapl^8 ,f\ua.(.170, wewii ifl;r!*.+ l «^ 1» 
m—k = {), m — '2k4-l=iQ n. 8. w. g^s^tzt wi^4 ; wie es sein mufs. Die 

Gleichung (17.) geht danii über in 

In einer Urne sind r Arten von Kugeln. Von jeder Art sind n Ku- 
geln mit den Zahlen 1, % 3, . . r.fi bezeicGnk. Man zieht p Kugeln einzeln 
heraus, legt jedesmal die gezogene Kugel nach der Ziehung zurück und 1)e- 
trachtet m Kugeln jeder Art als gesonoerT'votf den (t1)rigen! Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit , dafs wenigstens k Kugeln von den m gesonderten Ku- 
geln hintereinander epsckeiniMi wiMdeluCf Qiff* totti td»p MfeiIi^ttfol|^ (Tl^ 
bezeichnet sind? ; 3^ - . ' ;!. \ )• 

Diese Frage ist eine Erw^teruh^ di^r bisherigen. Die Zahl der dem 
Erfolge gflnstigen Ffille ergiebt Jach, irenri ^ Orap^n^ d^ Vbiintawigm mit 
Wiederholungen aus r Elementenreihen , von denen }efi<^ n Elemente hat, zur 
fiten Classe gebildet werden, und wenn darin die Zabf derjenigen , jn welchen 
wextigatensi A filemwI^Hi 4er g€^öbilkilm>RQikdnfio%Q der Zahlin hÜleMiiMMler 
erscheinen, bestimmt wird; wobei zu bemerken iat^ Alb. Imr (Im demente jeder 
Reihe berflcksichtigt werdet^ sollt n. Hebt ,man eine von den auflösenden Grup- 
pen hervor, so zeigt sich leiclil^ dafs ein fifement von einer bestimmten Stellen^ 
zfM 'fmai w9pM(t yf^i^ifiu kiinn, vifflm r Slfin«n|AiineibiwV MM Weleheii die 
Gruppen gebildet wer4w ßojlen^.iii^ Betr4«btitoiiKn9M.<I)ib0rt4ifiM jbde Gtajppe 
so vielmal mehr erscheinen, ali| die Potenz von r angiebt, welche mit der 
Classenzahl der Versetzangen Obereinstimmt. ' Dies '^llt von' jeder andern Grappe, 
vniifsiie b(M den.! Versetzungen ß^^s^^^ßlk,Ji/im^^..:\S^flfmn Vtr.W«! *• «WPPffi 
werden zur »ten Chwse gebildet, so ist die JerAM^8(HmfR^'^flf:;ifMl».l(rrapp0 

1... Vi i ,v, rs; 

wie sich Dies des nähern aus m. Comb. Lehre $. 41. No. 145 zeigt. Erwägt 

man nan, da^ samntliobe 49nppdtt':ib><t4i)i l«rj»tm'^OIinMtt>'edgeltfi^ so 
crgiebt äeh 'die Mm UnleroÜhBieii ^stfjg^nCrru^petf^AlttllilV «nMW'die'*febAi 



137 

angrfOhrte Gleichung mit i^ nmitiplidrt wird. Es ist demoach 

27. A==rP[B-C-\-D — E-\-F-....] 

= (;>— Ä-}-l)(iii— A:+l)r*(r«)^»— (/»-Ä)(m— Ä)r*+'(r«)'^*-' 

4-(/»-2Ä+l)(i/i-2Ä-f 1 )r^»(r»)P-^» - (^— 2ifeX«»— 2*)»^*+'(«»)P-"-' 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

28 m — (y-*+*)f'»-*+l) (p—kHm^k) 

L 1.2-»** ^ iSpTäsTM I 1.2.««+» J 

, (p~2k+n($Mr-2k+i) (p-2k)(m-2k) 

T „st „2t+l 



Man sieht, dafs die Gleichangen (16. and 28.) übereinstimmen. Dasselbe gilt 
von den flbrigen Gleichangen, welche nach Analogie von (17. bis 26.) aus 
der eben aofgestellten Aufgabe abgeleitet werden können. 

. §. 28. 

In einer Urne befinden sich n Kugeln, mit den Zahlen 1, 3, 3, ... . n 
beseidmeL - Von diesen Kugeln werden m, deren Zechen der Reibe der ge- 
wöhnlichen Zahlen folgen, besonders beachtet. Man zieht p Kugeln einzeln 
heraus und legt die gezogene Kugel nicht in die Urne zurück.. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit, dafs von den tn gesonderten Kugeln k Kugeln (wenig- 
stens) hintereinander erscheinen werden , welche die Reibenfolge der gewöhn- 
lichen Zahlen haben? 

Die ZaU der gOmtigen FftHe stimmt mit folgender Gruppen -Anzahl 
fliierein. Die Yefwtzungen ohne Wiederholungen werden aus n Elementen 
nur. ;iten Classe gebildet «nd davon m Elemente, deren StellenzaUen der Reihe 
der gewöhnlichen Zahlen folgen , besonders herausgehoben. Wie grofs ist die 
Zahl der Gruppen , in wekhen wenigstens k Elemente der Reihe der gewöhn- 
lichen Zahlen folgen? 

18 
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Die der Frage genflgenden Gruf^en sini 

1 . Gl = üi (h ^^ ' • • • Äjt 

(12 a^ a^ • • • • «4^.1 

^3 «4 «6 ÄiH-2 



«m-Jt+l Öm-lt+2 • • ' ; ^m 

Ihre Anzahl ist iti — A; ^- 1 . Die Frage kann auf Ahnliche Weise beantwortet 
werden, wie die im vorigen Paragraph. Alle Gruppen, welche bei der Bildung 
der Versetzungen entstehen, werden nach einer Richtung hin untersucht und 
die auflösenden gezählt. Jede der Gruppen (1.) kann entweder gerade von 
der ersten, oder zweiten, oder dritten u. s. w. erscheinen und k Stellen ein- 
nehmen. Die Stellung der nachfolgenden Elemente ist gleichgültig; die der 
vorhergebenden nicht. Diese letzten müssen besonders von der (A-f l)ten an 
berücksichtigt werden. Folgende Fälle sind zu untersuchen; wobei wir uns 
der Analogie wegen auf das im vorigen Paragraph Gesagte beziehen. 

a. Eine der unter (1.) angegebenen Gruppen erscheint von der ersten 
Stelle an. Ihr kann jede beliebige Zusammenstellung der übrigen n — k Ele- 

^mente zur {p — A:)ten Classe folgen. Die dadurch bedingte Gruppen -Anzahl ist 

B, = {m — k'{-\){n — kY-^^-K - 

b. Eine der auflösenden Gruppen erscheint von der zweiten Stelle an. 
Ihr kann jedes Element von den übrigen, mit Ausnahme desjenigen vorgehen, 
welches die nächst niedrigere Stellenzahl des Anfangs -Elements hat. Nimmt 
man auch hier die vorhergebenden Elemente voUslAndig an und sieht die Grup- 
pen, welche zuviel vorkommen, ab, so ergiebt sich folgender Ausdradc: 

-|-P(iii, Ä2, a^^^^ **' a„y fh ä^ a^ " *' a^^2 — ^2\^3 ^4 "" ^k^2 

Jeder dieser Gruppen kann die Zusammenstellong der übrigen n— /? — i Ele* 
mente zur (f— A?— l)ten Classe folgen. Daraus entsteht folgende Grappw^ 
Anzahl: 

B, =^ [(n— Ä) (m— ife +1) — {«•—*)] (n— *— I )'>-*-**-^ 
= (m-Ä + 1 ) (n-ft)P-'i-* - (m-Ä) (n— Ä— ly*-*'-*. 
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c: Eine dar anflösendm Gruppen erseheint von der dritten Stelle an. 
Ihr können zwei von den fibrigen Elementen vorhergehen; mit der in (6) 
angegebenen Beschränkung. Werden auch hier die vortretenden Elemente 
• veilstandig angenommen, so erhtit man folgenden Ausdruck: 

P(^l^ «Ä+29 ••.•««)*^Ä3«4...iilt+l — P(Ä|+2> ....««y«l|«2«S- •.«*+! 

P(ll4,4l9 «Ä+39 •••• <»n)*^3^4<'6- .• <l*+a — ^(«19 044^, •• • «J*«2|* 

P (tf 1 , ^2 9 • . . . ^w_J_i , tf m ) • • • • OhT ^m-Ä ^m-l+l • • • • ^m-1 

P{^1^ «2 9 • • • • ^'m-Ä-a^ ''w 9 • • • • ^n)* <*/ii-t-l I ^m-» • • • • ^m-l 

"(ä1 9 «2 9 . . . . ö„-t-M tfm+1 9 . . • . tfn) ^m^k I ''m-t+l • • • • ^m • 

Die Gruppen -Anzahl, welche sich in Räcksicht auf die nachfolgenden Ele- 
mente ergiebt, ist 

A3 = [(ii-/r)^M(r/i_;t-|-I)_(n — Ar-I)(fyi— Ä)J(n — Ar-Sr**-^»-* 
= (jw — Ar.+ l)(n— *)^*i-"- (1/1 — *)(» — *— 1)''-*-^'-^ 

Für jeden spätem Fall findet sich die bisher erhaltene Gruppen -Anzahl. Es 
ist daher 

B^i^, = (m_Ä+l)(ii — Ar/-*»-* — (m— jb)(i» — *— I)^*-*«-^ 

Durch Summirung der Werthe von B^^ B^^ B^^ Bp^^i erhilt man 

2. B = {p—k'\- 1 )(//!- A:+l)(n— A:)^*i-* — (yi — Ä)(m— ä)(ii— Ar— ly-M-i. 

Diese Schlösse sind so fange richtig, bis das Anfangs -Element einer 
auflösenden Gruppe in die (A:-f l)te oder eine spätere Stelle gerückt ist. Ist 
dies geschehen, so können auf den vorhergehenden Stellen schon Gruppen von 
der angegebenen Eigenschaft erschienen sein, wodurch 'Ausscheidungen wie 
im vorigen Paragraph bedingt werden. Folgende PfiUe können vorkommen. 

d. Die nöthigen Ausscheidungen sind durch folgende Ausdrflcke bedingt: 

P(ÖH19 «*+29 • • • • 'O* ^i^^i ö* 

jP(<«M <»*+29 «n)* «2 «5 «4 «*+l 

P(ll|, «2, ll|+3 , ««)* A3 «• ^6 Ä/k+2 



Pi^i^ ^9 • • • • ^-»9 ^«+19 • • • • ^n) ^m— »+1 ^m-*+2 • • • • ^m • 

Die Gleichung (2.) dient, die nöthigen Ausscheidungen leichter zu be- 
w^riLfilelMgen. Die Zahl der aussusdieidenden Gruppen, welche der etBle Ans* 

18» 
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druck bedingt, ergiebt sich, wenn man erwägt, dafe faier m — ib Elemente Gruppen 
mit k aufeinander folgenden Stellenzahlen bilden können. Man erhalt ihre Zahl 
aus (2.)? wenn k statt p und m — k statt m gesetzt wird. Dabei ist die 
Zahl der nachfolgenden Gruppen nicht in Rechnung gebracht. Hieraus folgt 

l(m—'2k-\l). 

Die Zahl der auszuscheidenden Gruppen, welche der zweite Ausdruck 
giebt, findet sich, wenn k statt /^ und tn — k—i statt m gesetzt wird, da 

_ _ « 

nur die Elemente tf^+s? ^^+39 • • • «^ ^m mitwirken können. Hieraus folgt 

l(m — 2*). 

Die wegen des dritten Ausdrucks auszuscheidende Anzahl ergiebt sich, 
wenn ta—k — 2 statt m und k statt p gesetzt wird und ist 

l.{m — 2k—l). 

Fährt man auf diese Weise fort, so ergiebt sich fflr die Anzahl der auszu- 
scheidenden Gruppen folgende Reihe: 

[l(OT-2A;-fl)4-l»(m-2A;)4-t(iw-?*-l)-f...-ft.3-fl»2-f-M] = ^"*~y^"' - 

Ganz die nfimliche Reihe, nur in umgekehrter Ordnung, erhält man für die 
Zahl der auszuscheidenden Gruppen, deren Elemente die Stellenzahlen von 1 
bis m — A* haben, und es ist 

[M-f 1.2+1. 3-f.... l(wi-2Ä)+l(m-2Ä+l)] = iütZl^ll^. 

Die Vereinigung beider Reihen giebt in Rflcksicht auf die Anzahlen der Gruppen 
welche an den spfitem p — 2A: Stelleu nachfolgen: 

Ci = (m — 2Ä-}-l/»*(i» — 2Ä)''-'''-'. 

e. Nun entstehen zufolge (b, c^ ....) auch Gruppen, wddi6die(A:-f-l)te 
Dimension haben (Si). Durch den Vortritt von k—l auf einander folgender 
Elemente bilden sie Gruppen von der (2A:)ten Dimension und erbalten dann 
folgende Form, weil dieser Ausdruck erst von dem Arten Ausdrucke an beginnt: 

ül 02 A3 «*-l I Ä* I «A+l «A+2 ihk = 6?2 

II2 ^3 04 . • . • ajfc I ül^i I Äjfc+a ^^l+J «2H1 

«3 «4 06 . . • . «*+l I a*+2 I 0»+3 0*-M . • . . 021+2 



. 0m-^+I • • • • 0|ii-*+l| 0in-* I 0m-A+l • • • • Ä/h« ^ 

Ihre Anzahl ist ai~2A;-f I. Sie sind selbst wieder auszuscheiden. In Rick*- 
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Buf die nachfolgesden Orappen , an den p — 2k spftern Stellen ^ wird hieraus 

D, = (m — 2Ä+l)(ii — 2*)'^'*»-^ 

f. Die anter (1 .) angegebenen Gruppen rocken auf die {k -f- 3)te Stelle. 
Dies giebt folgenden Ausdruck 

Die Anzahlen der Gruppen, welche wegen der Ausdrflcke in der ersten 
vertiealen Reihe ausgeschieden werden müssen, ergeben sich aus (2.) 9 wenn 
A-f 1 statt k und der Reihe nach m — k, «»— Ar— 1, m—k — '2^ .... statt m 
gesetzt wird. Sie siad io. folgender Doppelreihe begriffen: 

[2(«i—2Ä+ 1)4-2 (»1—2*) +••.. 2-34-2-2-{:2-l](n— 2*) 

— [1(111-2*) ^-l(m— 2Ar— l) ••. + 1-3 + 1.2-f M](ii-2*y^ 



Diese Doppehreihe entsteht wegen der Elemente, welche die Stellenzahlen von 
k-^-l bis m haben. Gans dieselbe Doppelreihe,^ nur in umgekehrter Ordnung, 
entsteht durch Rebandlung der Ausdrflcke, deren Elemente die Stellenzahlen 
von 1 bis m — k haben. Hieraus ergiebt sich, in Rücksicht auf die ergfin- 
zende Gruppen -Anzahl, durch Summirung beider Reihen: 

C, = 2(«i — 2Ar+l)'»*(n-2*r^^«-^— l(rii-2Är(n— 2*— 1)^-'*-*»^^^ 

Die Anzahl der Gruppen , welche wegen der Ausdrflcke in der zweiten Scheitel- 
reihe auszuscheiden sind, ergiebt sich, wenn p statt k und der Reihe nach 

w— Ä — 1, «w — Ar— 2, statt m gesetzt wird. Auch hier entsteht eine 

Doppelreihe, wie in (1^), die jedoch um ein Glied kflrzer ist. Mit Rflcksicht 
auf die Gruppen an den ergänzenden Stellen erhih man 

Endlich mflssen noch diejenigen Gruppen ausgeschieden werden, welche durch 
Zerlegung des vorstehenden Factors üi die (A— l)te Classe Gruppen bringen, 
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die der Form G^ und S^ zagehören. Ihre Anxahl indet sicli dem FrOhem 

zufolge leicht und ist 

D^ = (m — '.>A- + l)(»-3Är""*»-' — (m — 2Ar)(»-!>* — ly-^*-*»-*. 

g. Racken die auflösenden Gruppen in die (A-f H)te Stelie, so er- 
giebt sich Folgendes: 

P(lll, ^29 ÖÄ+3, ...•«,i)*^'ö3Cf4....Ä^^.2— P(Äi, ÖH59 . . . . tf«)*^^«2|ö3fl4 • • • • ö|+2 

'^(«ll «21 • • • • ^^m-**! ö,)*^*««.! |a,n-i+l • • • • «m- 

Die Gruppen, welche wegen der Ausdrfleke in der ersten verticalen Reihe 
ausgeschieden werden müssen, ergeben sich aus (2«), wenn p^s^k-^-'l ge- 
setzt und dann wie fräher verfahren wird. Es entstehen zwei Doppelreihen, 
deren Verbindung zu folgendem Ausdruck führt: 

Durch gleiche Behandlung führen die Glieder der zweiten Scheitelreihe 
zu folgendem Ausdrucke: 

Aufserdem müssen noch die Glieder der zweiten Rdhe weiter behandeil wer- 
den , welche auf Gruppen von der Form G2 and ^2 führen. Es entsteht daraus 
folgender Ausdruck: 

1)3 — (fAJ — 2Ar+I)(w — 2A)^'*»-* — (m — 2A0(ii — 2Ä — I)'^*-^i-\ 

Die spätem Fülle erfordern die gleiche Behandlung. . Die Schlufsglieder dieser 
Reihen sind 

^p— 2ik+l 

^^~^ff^^"' («I-2Ä+ 1 f " (ii-2Är'*- ^^^^' {m--ikf' in-'2k- 1 )p-='*-»m, 
— (I« — 2Ä+l)(n — 2Ar)^***-* + («» — 2A:)(ii — 2Ä— l)^"-*'-*. 
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Durch Summiruiig der Werthe von C^, Ca, Cp^iA+i; ^i» JSa, ^p-a*; 

/>!, Z>2, ^p^2k+i erhalt man folgende Zahl aus (2.) auszuscheidender 

Gruppen: 

3. C = 

+ ^^^*7*^'" (»^-:2)fc-i)2M (»^2^2r ^*-^'-^ 

Es ISfst .sich nun aus (3.) ein Schema entwerfen, nach welchem die 
Untersuchung weiter fortzuführen ist. Es entsteht das nftmUche Schema, wie 
im vorigen Paragraph No. 6. , jedoch mit dem Unterschiede, dafs die Symbole 
6^1, 62; Si^ S2 die gleichen Elemente in sich aufnehmen und dafs hier Fa- 
cultäten statt der Potenzen vorkommen. Leitet man hieraus ein Schewf t f up_ ^ 
die von (3.) auszuscheidende Gruppen - Anzahl ab, so entsteht ein j^clidmi^j^"^ 
welches mit dem in (11.) des vorigen Paragraph harmonirt. Dies giebt fol- 
genden Ausdruck: 

4. Z> = 

[(£i:^±l)^ (fn^3ki- 1 f^' (n^'ikr-' - 3 • ^-^^J^' (m^'Skf' (ii^3A- 1 )*»-* 



(p^^fV 



4. (;^3*+ OCm-SÄ+lXn-S*/-**»^— (p-3Ä)(m-3*)(»-3*-l)P-^*-*«-\ 

Mit Hillfe des Schema (12.) im vorigen Paragraph ergiebt sich leicht das 
Fortgangsgesetz. Die Forqi des rten Gliedes ist: 
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.... (-)^i <>^*+y^)""' (a>-(;fc+l)r+2)^-*"] (n-(*+l)»-+l)^*''''^"'' 






(-'r'!^[fc^'(-^+irc»-r*)-^=r'(»-r*y''](»-rt-ir"-'-. 

Dio dem Erfolge günstige Grappen - Anzahl ist demnach 

6. A— B — C-{-D^E-{ 

Die gesuchte Wahrscheinttchkeit ist 

^ , (p-HiHw-HD {p-k)(m-k) 

, (p— 2*4-1) («»—2*+t) (p— 2*) (m— 2*) 

i ^-i „2J+1I-1 

, (p-3A-|-l)»l'(m— 3*+!)"^ o (;,— 3fc)»|i(m-3*)»'^ , q (p— 3*-l)»"(m-3t-l)^" 

(p— 3t-2)»l' (m-3* - 2)^1' 

13U.»»+»|-» 

Diese Ausdräcke verkflrzen sich bedentend, wenn rn = n ist, und dies fährt 
zu folgender Frage. 

In einer Urne sind m, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... m bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man nimmt p Kugeln einzeln heraus, ohne die gezogenen 
Kugeln in die Urne 2urflckzulegen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 
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weBigstens AKogtlii ersi£eiiie& werden, die mit der Retbeirfblge der ^ev^öba- 
lichei^ «Zahlen bezeichnet siad? 

Setzt man inB,C,D,Ef....m statt n^ so ergeben sieb folgende Ansdrflcke : 

- [(;»-2*+ 1 )(w-2*+ 1 ) - ( ^-2*)] (m-'2kr-'*^-\ 

_,\iP=^^^-2ki.ir^,<I^in.-2k+i)+iJ^^ 

+ [(f»-3*+l)("»-3*+l)-(;»-3*)](m-3*)^'"-» 
n. s. w. Zahlt man nnn in C, D, E, ... . die schiefliegenden Glieder, welche 
den Reichen FaeöltSten von m— 3Ar-f 1 zugehören, zusammen ,• so erhalt man 
sehr kurze Ausdrücke. Die Formeln C und B gehen in folgende 



9. 



(;>^-3j>-f-l)(p-^+tXp-^»f2» 



_ (p-3kXp~3k^i)(p-3k-\-2) 3j^v>4iui . 

Q. s. f. über. Das aUgemdne Gesetz dieser BQdnngsart ist aas folgender Dar- 
stellung ersichtlich: 



r « r • 
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Die/ZtU der den Erfo^e gOnat^cn FiH» ist §9t d{e vorüegeide .Ai^gebe 

11. ^ = (;»-.Ä4-ix«»-*+ir*-*""''-(;»-*X«'»-*)^"**^ 



•\ 



Die gestiebte WahrBcheinliebkeit ist 

4a P-*4-t P-* 



T 13|l.„jU-3t.l •'• • l3H,,j3*-2|-l r«** . i>ll.,n3*-4-l. l»U.»^H-> 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs alle Kugeln in einer bestimmten Ordnung ersdiei- 
nen werden,. ^ist iws (l^O^ wenn man p=zk = m setzt: 

« • • • 
Die Wahrschelnliehkeit , dafs in p Ziehungen p Kugeln in der Reihenfolge der 
gewöhnlichen Zahlen erscheinen werden, ist aus (12.) 9 wenn p statt Ar ge- 
seist wi«d 9 . 

Zieht man (7. und 12.) von der Einheit ab, so ergiebt sich die Wahrschein- 
lidikeitv Mi hödistens k-^i Kugdn hiotereinander in der Reihenfo^ der 
Zahlen erscheineii werden. Behalten wir. die frühere Bezeichnungsart bei, so 
bededteft ' , 

,, , ... Ä..« » 

die Anzahl der Gruppen« in welchen. A: Elemente hintereinander in der Reihenfolge 

der Zahlen wenigisteflis r und hOcbatens rnnd, also r, r-fl^ ^4-2, <nnal, 

erscheinen werden, wenn die Yersetzmigen ohne Wiederholungen zur plen 
Classe «mtei^.. dni jko f 0; .und .HO angegebenem Bedingungen gebildet werden. 



»:, 
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Die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten sind: 



16- «^ ^—;ipF^ 



4+1 



4 m -^k "^ -^k 

17, w=^ ,»pM • 

* • 

In einer Urne betnd^n sich r Arten von Kugeln. Von jeder Art 

sind n Kugeln mit den Zahlen 1 , 2 , 3 , n bezeichnet. Man stellt sich . 

die 01 ersten Kugeln yon Jeder Art gesondert vor, nimmt p Kugeln einzeln 
heraus, ohne jedesmal die gezogene Kugel in die Urne znrflckzulegen. Wie 
grols ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens k Kugeln hintereinander er- 
scheinen werden, die ndt der Reil^^ntolge der gewOhidichen ZaUen bezeich- 
net sind? 

Dia Zahl der gflnstig^ Kug^lgmppten stimmt mit der Zahl der Gnyipeii 
flberein, wenn aus den oben angegebenen Elementenreiben die VerMtzungMi 
ohne Wiederholungen zur pien Classe gebildet und diejenigen ausgewählt wer- 
den, in welchen wenigstens Ar Elemente die Reihenfolge der gewöhnlichen 
Zahlen durch ihre Stellenzahlen ieigexL 

Nach dem Vorgange der $chlflsse im vorigen Paragraph zu (37,) Ufstr 
sich die dem Unternehmen g;Qnstige Gruppen -Anzahl leicht finden, wenn man 
bemerkt, dafs jedes Element in einer der auflösenden Gruppen rmal ersetzt 
werden kann. Die ergänzende Gruppen - Anzahl wird dann aus den gehörigen 
Elementen gebildet werden mflssen. Geschieht dies, so erhält mm folgende 
Aasdrücke fQr die Werthe yon B, C, D, B, . ... 

" ' • < • 

_ («-2*+lXoi-2*+t)r'*(ni-2*)^'-*+ (;»-2Jt)(»»-2*rX*'w-2*-l)^'****"S 

• • • ■ 

+ (y-3*+ t>(»-aH^)*^*<n^-3*r'*'"*-*<F~3A:)(«»-3*)r"'-*(««*-3;*«-l)^'^*'-* 
u. s. w. IMe gesnchte Oroppeii - Anzahl ist 

19. '' Ä= •B-C--\-'B-E-\-F.:.: ■ '' •'■'■'■ 

19» 



• ••• 



148 



Die Wahrscheinlichkeit ist 



2n .« — ip-ki-i){m~k-\-i)r^ (p--kHm-k)r^+' 



_2»)»l»r»*+t 






i 1.2 -(11»)«+* J 



. (^i-2fcfl)(«»»^^-f'l)r* (p-ik)(mr-2k)r^+^ 
"^ (f/j)«!-» ^ (ri»)"+»l-i 

r I « 

Die Wafarscheinlichkeit in dem speciellen Falle n=m ergiehl sich leicht. 
Die übrigen Gleichungen, dafs k Kugeln von der angegebenen Beschaffenheit 
wevigstens t «nd höchstens #nial erscheinen werden , ergel^en sich eben so 
Mefat and es ist auch hier 

21. Ar = Ai-Ar-\ 



22. w 

U. S. VT. 



(ni)p 



% » 



Das in diesem Paragraph behandelte Problem ist im 2ten Bande der 
^AnnaL d. Gergonne P. 324'' als aufzulösende Aufgabe unter folgender ganz 
speciellen Form aufgestellt : ^Une loterie etant pompoeee des n numeros 1 , 2, 

3« 4, n, dont il en sort / ä chaque tirage: queUe fffobabilite y a-t-il, 

que, parmi les / nqmeros d'nn tirage, il ne se troi^vera pas deux nombres con- 
secutifs de la suite naturelle/' Im dritten Bande der genannten Annalen ist es 
yan Tedenaf, Enconlre und L'Amlier behandelt. In einer allgemeineren Form 
ist es in demselben Bande aufgestellt und dann in dieser von Le Grand und 
Moeäat Pg. 213 — 222 und wiederholt von VhuiUer Pg. 222 — 231 untersucht 
Die dortigen Untersuchungen bleiben aber bei den speciellen Fallen und haben 
deswegen zu keinem allgemeinen Gesetze, wie es hier aufgestellt ist, geführt. 
Macht nraii das Problem allgemein , wie hier, so zeigt sich batd der Unterschied, 
welcher sich ergiebt^ wenn die gezogene Kugel nach der Ziehung in die Urne 
zurückgelegt wird , und wenn nicht. Im ersten Fall ist die Zahl der Kugeln 
bei jeder Ziehung voIlstAMBg, im «weiten nichts md es entatehett zwei Eusao* 
mengehörige Probleme, von welchen das eine in dieyem, da^ andere im vor- 
hergehenden Paragraph gf löset wutde, das eine auf Versetzungen ohne Wie- 
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derholungen, das andere anf Versetaangen mit Wiederhofamgen sich beziehend. 
Dieser Unterschied ist, wie man sieht, in den oben angeführten Untersnchungen 
flbergangen. 

§. 29. 

In einer Urne befinden sieh n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n be- 
zeichnete Kugeln, m Kugeln , deren Zeichen die Reihenfolge der gewöhnlichen 
Zahlen haben, werden besonders beachtet Man zieht ;^mal, nimmt jedesmal eine 
Kugel heraus und legt sie nach der Ziehung in die Urne zurtlck. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs von diesen m gesonderten Kugeln irgend eine 
Kugel Amal hintereinander erscheinen werde? 

Die Berechnung der Zahl der gflnstigen Fälle hangt mit der Lösung 
folgenden Problems zusammen. Die Versetzungen mit Wiederholungen aus 
n Elementen zur pien Classe werden gebildet: wie grofs ist die Anzahl der 
Gruppen , in welchen Irgend ein Element aus m ausgewählten Elementen we-^ 
nigstens kmal hintereinander erscheinen wird? Die Gruppen, welche der Auf- 
gabe genflgen, sind 

1. Gl = Ui Ol Ol... .Ol = (Hx)* 

^2 ^2 ^ • • • • ^ = (02)* 



i 1 

Om^m Am • • •. • «m = («m)N 

wenn man sich die m ersten Elemente gesondert vorstellt. Ihre Zahl ist m. 
Der Aufgabe wird genflgt, 'wenn eine dieser Gruppen von der ersten, zwei- 
ten, dritten, etc., oder von der (/i — Ar-f 1)ten Stelle ata erscheint. 

a. Erscheint eine der Gruppen von der ersten SteOe an, so können 
ihr aHe mOgllcben Gruppen. aus n Elementen zur (p—kyien Classe folgen. 
Die hieraus sich ergebende AumU ist 

b. Erscheint eine der Gruppen von der zweiten Stelle an, so wird 
es zur nothwendigen Bedingung, dafii das Element mit der nämfichen Stellen- 
Mbl jDiolit an tdär wstfen Stdle erscbeuien darf, well diesw Fatt schon unter w 
b^frilM ist« Füigeii kana jede mögliche ZtasammeMteifaiiig. Nkaml man mm 
die veriwgehenditn Bletaenl« deniiodi voibttedig an, so sind die zaviel ei»^ 



150 



^«filhtfen 6nipp«ii ivieiw tbcoBiebdii. INes ^6bt 

(«3)* .... Ol 

«2 



«2 

• 
• 


• 
• 


«4 

• 
t 


• 
• 


• 


• 
• 



(««)* 



««-1 



a 



m+l 



a. 



P'(%,«i,....a,y 



(«3)* 



«1 |(«i}* 



tnGi — Oi. 



Hier bezeichnet ^ wie früher, G^ Gmppen von der Arten nnd 81 Gruppen von 
der (&-f l)ten Dimension. Beide Zeichen , G^^ und 8^^ deuten anf m Gruppen. 
Die aufzufahrende Gruppen -Anzahl ist in Rflcksicht auf die /^ — A:— 1 nach- 
folgenden Stellen: 

4, = {n.m — m) nF"^^^ = m nf^^ — m nP-*"*. 

c. Erscheint eine der raflösenden Gruppen von der dritten Stelle an, 
so darf kein Element ikiit der nfimlichen Bezeichnung an der vorhergehenden 
Stelle erscheinen. Nimmt man auch hier die vorstehenden Elemente vollständig 
an, so ergiebt sich 

P'ia,,ih,....a,ylP\a,,a,,....a,)G^-S^. 

Hieraus erhAU man, in Beziehung auf die ergAusea^n Gruppen : 

Setzt man diese Schlflsse weiter fort, to Indel sidli Ar das floUnfQglied; 

Durch Summirung der Werthe ^i , Ai^ ^ , . . . , ^p^+i ergiebt sich folgende 
Zahl auszuscheidender Gruppen: 

Didse SeUasse laind so lange ricfatig , bis 4ie anflOwnden 'firappen a«f 
die (ibrf- l)to Stelle gerAckI sind. Ist dies geaehehen, m Iritt, Mth AnakagSe des 
in den beiden vorhergehenden Pangraphen Gesagten, folgendM Sd»na ein: 
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+ [P'(«n »2, . • • . a„f^'G,-P'(a,, «,,.... «.)»ÄJP'(ai, «.r'*"* 
+ [P'(a„«„ .... a,)»+'e'.-.P'(«„iii, .... a,)*Ä,]P'(an«,r^*-* 

Die Anzahl d^r weg^n der ersten Verticalreibe auszu$cbeideii(ien Grup* 
pen ergiebt sich ans (2.), wenn der Reihe nach Ar, Ap-{-1) A-f!^? ••*• p — k 
statt p gesetzt 9 m statt Gi eingefQhrt wird und die ergänzenden Gmppen ge- 
zahlt werden. Es findet sich 

-f n [2«n —1 .»i] mn'^*-* 
-}- »» [3m « — 2 1»] «» liP^*-' 
-}- »* [4w « — 3 m] mn'*-»*^ 

+ «^-»[(/»— 2* +l)mn — (/»— 8*)«]m. 

J. Ganz anf dieselbe Wefse werden He AuBdrfieke der zweiten Scheitel- 
r^he vom zweiten Gliede an behandelt. * Bs ist der Reihe nach k, k-\'ij 
Ar 4-^9 ••«* {p — k^i) statt p in (1^.} und m statt- /S^ lu setzen. Die ent- 
stehenden Reihen sind nid Je ein iGfliM kfirser als fle eben geftandenen , sfim- 
men aber im Übrigen mit ihnen flberein. Es findet sich also 

«. Die Glieder dei* zwdten Seheitelreihe mflssen nim noch einet zweiten 
Bshaadling ntHemoidm werden , wietebe rieh ans folgender Darttelhng ergiebt: 

4- *'''<«iV«2 ,....■• tf„)»- PCai, «,, .'...«,)*••' «1 + ... . 

"Die Verbihdong der Ansdrflclie P''(äi^ Ot, ... . a„)*''-* Sti fahrt zu Gmppen von 
der 2Aten und (2k-\-i')Hen Dimension, die sich als Ganzes characterisiren. 
Der erste Aasdmck giebt .... 

■ («,)»-»a,|(a )*«(<%)« 



(•,)»-»4.m,>*-=(0*». 
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Die Anzahl dieser Gruppen \s\ m. In Rficksicht auf die begteirenden Gnppen 
ergiebt sich folgende Ansahl: 

Dl = mn^^. 

f. Der Ausdruck P'(iii, Oj^ •.- ^nY'P'ißi^ «21 .... «i.)*"*Äi girf>t M<5t 
dem eben Gesagten und nach Analogie der frOhern Bemerkungen , wenn die 
vortretende Elementen -Anzahl yollslfindig atigenommen wird, Folgendes: 



Dies führt zu folgender Gruppen - Anzahl : 

D2 = lnm — tn\n^^^K 
Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich für die Gruppen -Anzahl 
des letzten Gliedes: 

Durch Vereinigung von Di^ D^^ D^^ .... X'p.^+i ergiebt s^ch 

-^C| = —[{p—2k^l)m'Vf-^^ — {p — 2k)mhr''^-^\ 
Word Ci — C2 — C3 zusanmengeziblt, so ist die von (2.) auszusdieidende Zahl 
von Gruppen: 

Geien wir auf demselben Wege weiter, so zeigt aicb ieioki di^iÜberetn- 
Stimmung der hiesig:en Entwiddongsurt mit denen in den beiden vorhergehenden 
Fällen. Es gelten deshalb auch die nfinüichen Schemata, wie früher, deren 
Anwendung sich aber dadurch vwei^fach^ 4l^ aHo. die Symbole Gi^G^^G^^ .... 
und iS^i, ^29 'S!,, .... ohne Unterschied auf m deuten. . Demnach ist dieZdil 
der von C auszuscheidenden Gruppen : 

5. i,=fc»+ffi.rf.^_a.J£:^.,»..,^»-. 

^-(/»-Sir-f-lJiiiiC-^— (»— 3*)«»i'-»-'. 
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Das Fortgaag^i^efz, vniehn diesen Gebildea zu Groode lieg*, Ifi&t 
Noii denUieh erkeooeo. Ea fiült mit dem in (4. und 5.) im Torlgen Paragraph 
zusammen, wenn gehOi%M.Orts Potenzen statt Facoltfiten gesohrieben werden. 
Es ist aOgemein 

i 

• - . . . 

Die dem Erfolge gOnstige Grappeii-Anzalil ist 
W Walvsdiainlichieit ist . 

, i « « ■ f a 

^- *^=* n nxr- 



n*, N 



1 13(1 i^jt Pl*in^*+* * 13|l|||St+2 13|l||»3i+: 



Iq i»aer Ufihe'>f^4i|ANB afc?^ fi^ mit. 4«» Zahlen 1, 2, 3, •... m be- 
Beicluiete Kiigehi. Man sieht |«ud, nimmt jedesmal eine Kugel heraus und 
legt sie in die Urne nach der Ziehung rarfick, Wie grofs ist die Wahrschein- 
lichkeit, dafi» irgttnd eine Kugd Mnrfhtnterdnanito enoh^en werde? 

Die dem Erfolge gttnatige Gruppen -Annhl ergieht sich, wenn man in 
den Werthen von B, C, D, E^ .... m statt n setst, descfaieht dies, So er- 
geben sich tut Bp Cp Df Ep . , . • sehr kurse Ausdrflcke, wenn ^ie schief- 
liegenden Glieder auf diceelbe Weise wie in (8. 9. und 10.) sunmiirt werden. 

Es findet sich 

20 
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«H>*- 



■mr*" 



io.i>="'-y"--^-'-3->-f+''.-(''-ffl-""'-«^-' 

. ^3.p-»H-'.(£z^fcffi.«^-a..-i£=^.^- 
u. s. w. Allgemein 

+-i3ri p : — f=iii "• 



^ I 



(— »; -piF* — j: — * p^iii — "*" -♦ 

Dieser Ausdruck Ififst sich noch weiter abkOrzcpi, wenn die FaculUten in 
(9. 10. und 11.) anders geordnet werden; wie es sich an der Gleichunf (10.) 
zeigen wird. Es ist, wenn man die Potenz m'^^ das simmtifchen Gifedem 
scheidet, 

, — TfT !»» — — iiu — '•..T. im "•' 

-— <J g • pi 'tn — • jiti 'Olli- — : — jjjj 4m, 

+ ***^ — g-^ — -^ — pr — ^;« = -rUß-^r '»»»t ' ^it» •««, 

i5Ii — =* — -^^Tip — 

Werden die. iewei Verticaletf Reihen auf der rechten StKUf des Gfetchheits- 
zeichens veriBinigf,. so isl 

Demnach ist '•"■•' ■ * ^ ."•.-.•.•. v*" ;.• i, . 

TT < 









». • 



i * 



liS 



Auf gleiche Weise lassen sich die «brisen QXMw X, ii\ . ... behiuideta, imd 
die ZtIA der g^sUgea C^ppra ist 



• ■ I 



Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist 

iA . .^ L- m+(/F-*)(ii^l) (p-2A.+l)m(m^l) (y-^-2*yiH>i»-l)\ 

, (p-3H<)*"'»»(«»— <>* j (p-3t)»"(m-iy 
"1 i.2m» "^" -ij.Sm« 






■ ■ 

o4er «i^b 



I • 



15. ttr 









«•*••• ••••'•• 



Behalt man die gewählte Beseichnung bei, so giebt 

i^lkz\i ^er Ol tpp e u , Wemi elie Kogel wenigstens AMnal tnnterelnander er- 
schient «ftd Atfites ideÜöHielte Efsdheinet wenigstens riaA nnd höchstens 
ImeÜ^eiiMreten sofl;' 

>iiM4fr WthpseheiirfioMtdlen^ 4ef!i tm«er den obigen Bedingtingen eine Kngel 
A:mal hintereinander ^schiiineA, «intf ^itfs Aeses Erscheinen wenigstens r und 
kOebM^ns #nal dtitreten' lA^drde, ist uAer ilen oben angegebenen Bedingnngen: 

17. «,^.-1—1-, . 
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IM 

Selil man in (15.) m3=2, 8». «igtd»t sioh 

1». w — —^ ^^^^ -f 1.2.3.2« . ••• 

■ ■ 

Diese Gleichung beantwortet folgendes Problem. 

A trachtet gegen B ein Ereignifs Armal hintereinander herbeiznffthren. 
Das Gleiche anternimmt B gegen A. Die Wabi^hef nlichkeit , im einzelnen 
Falle zu siegen, ist flir A und B gleich grofs. Wie grofs ist die Wahr- 
jsdieinlicfakeit, dafa in p Versnchea MMr von beiden gesiegt haben werde? 

Die Aufgabe Iflfst sich auch in folgender Form ansdrficken. 

(Ar-f-1) Personen spielen miteinander, unter der Bedingung, dafs Der- 
jenige gewinnen soll , welcher der Reihe nach alle seine Gegner besiegt haben 
wird. Die Wahrscbeinlicbkeit fOr Jeden Spieler, im einzelnen Falle zu siegen, 
sobald er zum Spiele gelangt, ist |. Wie grofs ist die WahrscheinUchkeil, 
dafs das Spiel in p Versuchen geendet sein werde? 

iV. BemouUi hat diese Aufjgabe in der eben angegebenen Form in einem 
Briefe an Monimort aufgestellt (Analyse sur les jeux d*haz. II M. Par. 1714. 
Pg. 382). Laptaee hat es nach ihm (Thepr. anal. d. prob. Nro. 11. Pg.241) 
durch die „Fonct. generatr.^' gelöset, ohne die Arbeit des Erfinders anzufohren. 
Hier erscheint es als ein besonderer Fall ei Aar sthr allgemeinen Aufgabe« 

Häufig kommt dies Spiel unter drei Personen vor, und zwar so, dafs 
diejenige, welche im einzelnen Falle verliert, eine bestimmte Summe an den 
Gegner und in eine gemeinschaftliche Gasse zahlen mufs. Die Wahrschein- 
lipbkeit, dafs das Spiel in p Versuchen geendet sein werde, ergiebt sich, wenn 
in (19.) k—2 gesetzt wird. Bei 2, 3, 4, 5, 6, ... . Versuchen sind die 
Wahrscheinlichkeiten ... ' . 

i^ h i, H.Hi ih Hh 

Anm. Das Mer befolgte yerfafcr«n ist, au JEfitwicUhmien aekf 4ieiH* 
lieh. Es hat sieb d^s aehon in (f. 2(60 gezeigt iind wird ü^ temer selgMi, 
auch wenn nur specielle Fälle zu behandeln sind. Soll diQ Gl^iohfiig (ft9L) 
entwicl^lt jond die uleiift gegeliene SlfNratvIhmg dar AufgiMm. MihtMUn wer- 
fien , SQ wird qian die Gleicfcong auf tis^^wiß Mt. WiofL . . 

Damit das ßfieH g;^e)idet wer4«ft vift icftnd ein l^pwler kmü IMer- 
einander gewinnen. Er kann aber nur gewinnen, wenn ihn die Reihe des 
Eintritts getroffen hat. Der erste und zwc^e Spieler kann also nur in den 
r ersten Versuchen gewinnen , der dritte nur von d«m zweiten Versuche an, 
der vierte von dem dritten VerfiDche an, u. s. w., der (Ap*f l)te von dem 
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(p—k-i-iyim YMMMbe ai. Demndi alnd [(|»~A(-f 1) + 1] F«Ue «tgUcb^ 
üi waldira, 4i«i fMohthra kana. Die WabrsicbeiiiUelikctlt, d<& d«i ^raigtiift 
in jedem einsebiea FaHe eintreffen werde, iat ^. Deanaoh ist die geiH^le 
WahrseheiuÜchkelt 

20. «,, = £1:^-1-^. 

Diese SdilOsse sind richtif , bis das Sfnei bis sa den (ifc-fl)tea VMBa«ber 
vorferOekt Iat; dann sind Ar Venocbe vorausgegangen, worin das Ereignife 
schon eingetreten sein luuu. Die entsprechende Wahrscheinlichkeit ninfs l>e> 
stinunt nnd Ton der eben geAiadenen an^esohieden werden. 81e indel sieb, 
wenn die Zahl der gflnstigen FfiUe n^ch der Formel 

21. J, «= ^ . T*t * -t- 1 

biDstimint QBd mit der enlsprecbenden Wahrscheinlichkeit des einzelnen FaHeä 
▼erbonden wird. Wird daher In (31.) p^^k geietxl^ so ergiebt sich- fflr die 
abzQEiebende Grftfse: 

Ist das Spiel bis zvm (ik-{- 2)l&k Versacke yArgerflckt, so ist in (1^1.) p = k-\-i 
zn setxen und es ergiebt sidi fSr die anszascbeidende Gröfse : 

Ist das Spiel bis znm (Ar-f 3)ten Versuche vorgerückt, so ist in (31.} /» = Ar-f 2 
zu setzen ond der anszascbeidende Aasdroedc ist 

•P« = LF + ärlsT 
v. a. m. EadBdi ist 

Die Verbindung dieser Ausdrflcke fflhrt xu folgender Formel: 

^' = L rffsir — -+ — ST— Jsr- 

Dfe Scbfftsse sind so lange gfillig, bis das Spiel bis Enm (!?A-f-l)ten Versnobe 
vorgeschrittett ist Dann treten fihilliche Fälle eto , wie die vorigen ; welefae 
dann wieder Ausscheidungen veranlassen. Diese Ausscheidungen ergeben sicfa<i 
wenn irr dem Zfthler ier eben gefundenen Formel 

2 :: JT3 ' 1 
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der R«Ae iMoh p = Q^k,' i^*^'i ^< H^k^^.,' .... /n-^k fesetit wMI .ufttf <die 
Resultat«* nA den eBlspreobenden' WabrscheittK<elkiit«i -mbm^en' werden 
DifaaB enteteht folg t i to r Ansdrodk; .;:■.) 

jr _ (y-3ife+<)(y-3t+2)(y-3fc+2) ■ (p-3k-\-i)(p^Sk^2) - . 
*^» — l.J8.3.a»* . I 1-2.2^* 

Die Schlosse lassen sich leicht fortsetzen und es ergebt sich durch schicklich« 
Ve»bhidilhf die Reibe .'•..■■ 

a • » A 

die schM in (19.) aQ^^pt^lit wnr^. 

§. 30. 
Ein besonderer Fall der Aufgabe im torigei Paragraph soll hier näher 
betrachtet werden; und 2war unter fol^euder veränderter Form. 

A trachtet, gegen B ein Ereign|fs^^ deisj^pn jßintreffen - im eiiue^fm Falle 
durch die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird , rmal hintereinaBder in p Yer*- 
suchen herbeizufahren. Die Wafarscheinliqhkeit, welche das Eintreffen des für 
gflnstigen Ereignisses bedingt, werde durch b bezeichnet. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit f&r 4> seinen Zw&ck zn erreicbenT 

A erreicht seinen Zweck , wenn dias ihm günstige Ereigniß rmal hinter- 
einander, entweder gerade vom Iteb, odef vom 3ten, oder vom 3ten u. s. w., 
oder endlich vom (/i — r-}-l)ten Versuche an eintrifft, 

a. Die Wahrscheinlichkeit^ defs ^las* fragliehe Ereignifsrmal binter.- 
einander vom ersten Versuche an antreffen werde, ist 

JiPt ='^. 

b. Die Wahrscheinlichkeit, dafs es vom zweiten Verdnift^ an akitreC«- 
fen werde , setzt voraus, dafs daft ffif A gjkoatige Erejgnife im ersten Versuche 
nicht eintreffen werde ^ weil dieser Fall achop unter a vorgesehen . ist. Die 
hieraus sich ergebende Wahrscheinlichkeit ist 

W2 = bu\ . ; , 

c. Die WahrMheioiicbkei^ 4fifs lias ftt? 4 gf n^tig^ Ec^ipaft vorn 
drMen Versuehe an eintreffen werde , letot voraus ^ da£s das ^tg^egragM^ate 
BMigoib gerade im. ;iweiteB Versacke eialreSen werde«, fan eost^ Versuche 
kann jedes von den beiden fragliehen Ereignissen eingetrgfiieo ^ejm. 9ie bie- 
durch bedingte Wa{irscbeinlichkeit ist 

t/>3 = (ö-f A)Äa^ 



• ■• k ■ 
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4. BiQ W«h#cb6iiiicbMt/ «afs .^» fOr A «Anktlg« JBrfigwfe .T4nii 

gerade im driMtP Vwnu4i^ eifttRfifilHl ^erde«; In ileQ.i^äillaii ersten. Vorsiifdwf^ 
kann jedes Ereignifs eintreffen. Die Wabrschelnlwbkeit.bieftr i^ < 

Wwdn iKtfse aohlaflB<vi«iter fo^t^em, m eigidbt «Ich ff r die Wahr- 
sdieinHthkftlt; dajb dae ErailiiuA gewdp 1^019 (/yVr4^1)teA Verwehe an ein* 
trefcfn vrendet 

• • • • • • •«'p-ir+r = {a-\-by^'^^ba''. 

f '• Piroh- YprebigMg älet^ anf \itef Verbfehende Weise gdTandenen Ans- 

drücke ergiebt, sieh i . ^ -^ • » *> 

1. u,, =■«-■+ A«'[i-f«-f-Ä-f-(«4-ft)4(;+i/+;...(«-(-^)p— ^] 

.: h... ,' ^^ i^cfalflsse sind äo f^nge galtig, bis 'die' Potenzen des ' vqi'a(il^gölileU- 
den Binonunms a4-6 sich nicht bis zur r(en erheAcn. £rhebeii si^ sicti Ms 
zu dieser Höhe, so enthalten die Glieder {fer Reibe Falle, die für A gflnstig 
sin^'iiad'WeKl^e äosgescbiädeil^ werden mfisseni I)|ie lOKeden, Wßlclie )üebi)i 
in Betracht kommen, sind 

' laJ^^bfiä'; (^i+tj'^^ÄV,- '[u^'hy^Ha', '"'. '. . : •\«+Ä3P-'^»*a< ■' ' 

Die Ausscheidung geht nach den Bemerkungen \n (a, h, c) vor sich und es 
ainfl die Schlösse^ welche dort auf p — ^-fl FAtte jfti^At^eadat wurden^ M 
#*» r4-l, ^-f 2, .... p — i Fälle anzuwenden. Dies giebt 

tip_^= (a'-|-6flr-|-(«i4-*)*<r-|T,(«-f-.^'6a'....(«i-}-*)p-*'^^*aOA«'-. 
Dieser Aosdradt la&t sich leicht ia folgenden wiforiqen: 

3. «„ = (|,_2r)<f»Ä'+(te')'[(/r-i2/'^i)-f ()»-2A 2)(rf+A) 

Die in Klammem eingeschlossene Reihe \tSsi sich nach (No. 417. $. 84. S. 180) 
meiiier j^Afifeteigendeii Funcilbnen '* snmniir^tn. fSie gtebt folgenden Ausdruck: 

J^er ^«|df»ck.<;20 Sll?r C^^ «iflk».,8*.I(»l««.e|n.afih4pge», R<»«lt||».5i ^A\f> 



«.j 



' ■ ' • 
>**i I • • t 
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Potensen t<« a-f^d oiiter n uteMn. Erbebeh ste si^ auf r, oder darüber, 
so ^d AosscheidaiigeB nötbig, die mao aaf ahaliehie Welse wie Usher er^ 
hllt Benattt maa hiesn die obigen Oleichangen , so (faidet lieh 

-|- (;»--3r-2)<i'(*«')'4-(*«')'(F— 3r— 2) 
4- ( p— 3r— 3) a'(»«')' -j- (*«f )* [(;»— 8r— «) + (/»— 3r-«) («+*)] 
-j. (,r_3r~4) «r (Jar^j. (6i,r)»f(;>—3r-^4)-f</»--3r--4)(«-f4) 

4-(^_3r-4)(«+*)»] 

Wird bier die eingeklammerte Reibe nach der oben angegebenea Art aammirt, 
sq gebt (4.) in folgende Formel über: 

5. ... <=^ .. , ". 

Anf dieselbe Weise ergiebt sieb folgender, von C^O ausznscbeidender Aosdmcb : 
i • 6. . ^ = 



\ * 



■ (»-4r-3)»l»l 

< ^TRr(5:|5=r)J- 

Das Fortgangsgesetz liegt klar Tor Augen. "W^ OrAliien k and B st^en 
er nflbem Beziebung zu einander, sondern sind gegeasMig onaUhlagig. 
I ergiebt sieb folgender Aosdraok fflr die gesncbte Wahrseheinli^keit: 

7. . "w = • 






[«+*— i 



Werden die Gröfsen a und b in eine bestimmte Beziehung sn einander ge- 
braclM und wird «-{-^itel gesetst, sd scUiefeeki die Vit il und B gfinslfgen 
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Wahrsl^nilicbkeilta sidi gegem^Gg Mis.^ FQr diesen Fall nimmt 4ie Reibe (7.) 
eine einfachere OesrUdt flii. E9 entetehen nimlicli AusdrAcke Von der Form %^ 
w#iehe leicftil bestfmmbare Werthe liefern; wie man sich aiis der 3leii Abhand- 
tongr m. Dtföf^nt C^alMla Oberzeagen kantt. Demnach ergebt aicb aus (7.) 
folgender Ausdniek: 

! 
»-...»• ••• •••••••• 

f. : :,,. ...,,+<Er^(,.T.[tz^+j.]_.... 

Hieraas findet sicli aach die Wabrscheinlichkeit / dafs B ein Ereignife 
wenigstens '^mal l^intet'einander, .niit der filr fbn gfinstigen Waiirscheinllchkeit ^ 

in p Versttcben berbeizufDhren im Slande^ seih WeJ'^le. Sie ist ; ' 

.1 _\ 

Ziebt man die OlMchongen (^8/ oder 9.) von der Einbeit ab, so ergiebt sich 
die Wahrscbe^cbk^^ daß A im Stande sein »^rde, das fragliche Ereignifs 
unter den genannten Bedingungen höchstens (r — l)mal binteremander bOTbei- 
zufObren. 1 M . . ^ 

Die vorgelegte Avfgabe lifet sich leicht verallgemeinern, wenn den 
Gröfsen a und b bestimmte Werthe beigelegt MKri|e«. »AHtoi^atjalll sM^ nater 
folgender Forai dar* n • . 

Ai traobliet; ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 

die Wabrsche|ili<^lKeit a beslubfllt laty gegen die Personen J29 ^39 ^m in 

p Versnoben woivgstens rmal hintereinander bei'beizufahren. Die Wahrschein- 
Uchkeiten, w^lqlie 4^8 Untemefapicm'^er'fiegnef begfinstigen, sind der Reibe 
nach b, c, d, . . . . m. . Jede. der andern . Personen versucht das Ntmlicbe 

21 



tos 

f«gen die Obrigen. Die iknen cat^oauneadeii ZaUen Ton Venpohwa titA 
»,t,u,..,.z. Wie freft ist die W«IurMb«plid)keit fOr die einseb^e« j^ersenoi? 
Die WehrocbeiBUclikett fBr Äi findet sich leifJit. «w d^n ^Ueioiiimgei 
dieses PoragraphS} indem die GesMuttxahl der Oegner dnrcii Eiiep yertpetei 
werden kann , filr welclien die SwauM sflmmtlicher Wahrs^biMtUebk^t^ii Statt 
findet. Setzt man demnacli in (7.) ^ = b-\^e-\-d-\-...^.-\-m, so ist die Waiir- 
scbeinlioblieit für Äi'. 

11. «0 = 



_ (p~3/—2)(o-j-M-....ii>) _ (y_3r— 2)»U ^ 



Auf gleiche Weise findet sich die Wahrscheinlichkeit fflr jeden andern Theil- 
nehmer. Die Gleichung (11.) yereinfacbt sich 3ebr^ wena . 

. ii+ft+c-f 4-jii.=pl 

gesetzt wird^ Fflr dieMn Fall fast rnkm^aiu dtn . gteidi^ dnlitdeii Wie frilber, 
folgende ijrlfichqiig nr QostlaimaBg der Wahrscheinlichkeit fflr Aii 



-^ 1 1 ■ 




Di» WahrseheialitfUteit für ^i ist ■'■' ' < > « 






ii 









Die €Atg«genge9ettt»fi Wiikr&ickeitfBdilLeiteo ergfebea säoli leitet. Die 
in diesem. Paragrtph gefundenen Gleichongen lassen sich zu Anwendungen auf 
die Combinations- Lehre benutzen. Enlfernt man nämlich den Nenner aus den 
vorstehenden Gleichnngen , so kann man leus der Gleichung fftr die Wahrscfaein- 
ücfakeit Jöif <tie Zahldör dem Unteraeiunen gäastigett FaHe ftbwfebeii. Dabei 
wt jeiJodi so ^ericbteiiv daß du» firdfiun, wdehe die Wahnoheiniiebkeileft 
ausdr&ckeh ^ nibht ^puiatitati v vMsdbiedeB ^ söndirh unbaraiiiander i^leich -m^^ 

nommen wtodea mttsen^ weil sie in dlosen »Faile Elemente vertreten. Bi 

1 1 1 1 

ift demsacA ü (18.) ^^^-^j? ^'^m' ^"^wT^ ' • *''*=^~ «iseteen und 

disnn mit m^ zu mnltlpliciren. Hieraus ergiebt sich die Anzahl der Gruppen, 
in welchen ein bestimmtes Element wenigstens rmal hintereinander erscheinen 
wird , wenn die Versetzungen mit Wiederholungen aus m Elementen zur pleii 
Classe gebildet werden. Sie ist 






oder auch, in veränderter Fortn, 

(p-4r)(l>^^tr-i)(>M-4r-2)Kp-4r)(i«^l)+i»H-31 iv»j^y-4r-« 

Himrana Ifi&t steh auch die Anzahl derjenigen Gruppen finden , in welchen 
ein bestimmtes Element höchstens rmal hintereinander u. s. w. erscheinen wird, 
weiiB 4ie VersetzMgen mit Wiedcffholungen ans m Elementen gebildet werden. 
Die tomtetHMide Aufgabe tat ein besondeMf FaK der aUgemeinen n vorigeE 
Paragrt^f "Wie Mieht zn sehen« Ans (7. $. 39.) Utfrt sie «idi gleidifdls ableitett. 

Vm den iit dieseoi PiuMigrajpih entwlckdteo Gleiobuge» hat Lapime 
(Th«<tt. abal. d. prob. Nro. 13. Pg.lMd) den fai Din>.(). diesea^ Paragraphs g«> 
gebeiben Atasdruck in" etwas veräiderter Gestalt Abgeleitet and sieh dabei aaf 

21* 



:Jr 



164 

4en b^mn^em feSl beschrftnkti wen« »eh 4lo Watu^AebeiBfiQkkj 
(xegner A uad B a^ir Ein)ieil 



-• • . -«^ « 



^ wODBdit ein Ereignifii rinal eher tünterbinaiider h^eira 
B im. Stande ist ^ ein für .ilu|:;gaaalife[S^r£reigi^ «m«ri: töitei^rainder u er^ 
langen.' Die fffir'^^ffloaüge.Wahrschetblk^ Felle ki Hf die 

flk* B gflwriige ist ^ Wia groCi ist dlä WnhrecbeinUttiikeil tu A9 

:.' .Die BeiHitzang der im. Vongen Päpsgraph gefundenen <31eichongMi 4ient 
zurBieiuitwortung der lorliegend^a. Frage... Wir legen die Gleichung (8.) au 
Gründe. Worte ort * ?== 1 is^'wpil eine Ändere Voraussetzung die ohnehin weit-* 
Ifiufige Rechnung noch weitlSufiger. machen wfirde. Die genannle Gleichung 
bleibt so lange in Kraß, als die Zahl der angestellten Versuche r-}-«— 1 nicht 
nberschreitet« Wird sie grOfser^ so können Ffille eintreten, welche ffir jB 
entscheiden. Sie mQssen ausgeschieden werden. Die fflr B entscheidenden 
FSlle beginnen mit dem (r4'^)ten und endigen mit dem letzten Versuche. Es 
kommen daher die Versuche vom (r-{-*)ten, (r^*r|.l)ten u. s* w. bis zum 
(p—r~s -{-iyietx in Belracht. In allen diesen Fällen sind die Schlösse fflrJS 
eben so zu machen, wie sie bei Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fOr A 
gemacht wurden. Es kommen folgende Fälle vor. 

a. Das f Qr B gOnslige Ereignlfs tritt in den $ el«te« Versoefadb hinter- 
einander ein. Die Wahrscheinlichkeit dafülr verbindet sieb mit derjenigen, 
welche angiebt, wie oft das fOr J gQnstige Ereignifs Mial in /^ — « nachfol- 
genden Versuchen einlreifen kann.' Die letztere ergiebt sicb^ wenn in (8. §. 30.) 
p — 9 statt p gesetzt wird. Man erhalt 



1. tr, 



I» 






4. Das fQrJB gflnstige Ereignils kann in #-f-l Versodira «mal binler- 
einander eintreten. Dies setzt vorans, dafe dm fbr A gOnetige fireigni(e im 
ersten Vevsiiclie ToraitttgegangäQ ist. Hiefdr ist die Wahraipbeii^dikdt ab*, 
p^s-^i Versuche kflnnen folgen^ iiei welchm d«s für A gttnstige Sreilgiiifs rmal 
hintereinander, eintreten kann.* Die WahrscheinÜchtoit, da& dies geiebehe, er- 
giebt sich, wenn in (8/^.30.) p^9^i statt |i geaetnt wird. Die Verbindung 
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b^«r WabndiddidUceitoo giebt 



c. Ebeo 80 findet dcA Ar die MdifolgeiideA , Msmaelieideftdra FMet 



I 






u. 8. w. . Wird in diesen Formeln der Annahme nach a^b=s^i ges^t, so 
lassen sich die ersten, zweiten , n. s. w. Glieder der ersten und zweiten ho- 
rizontalen Reihen in (8, 3, 4, • . . .)) welche gleichen Potenzen von in'' zu- 
gehören, vereinigen, welches 



5. «. = ,*.<(/:p-lt^fäfli.,^+fc*p!S:i(»^._....) 



giebt. Die Formel (1.) lafst keine Vereinigung zu. Der Ausdruck (5.) liefert 
80 lange ein riditiges Resultat, als die Potenzeta dto hegleitcipden Binomiums 
ä'\-b kleiner sind als die sie. Erflehen sie sich bis zu 9, und darflber, so 
enthfUen nie Yietfache ^on, ^« welche gegen Ä entscheiden vM adion aus- 
geschieden wurden. Ihre Zahl ist zu suchen und auszuscheiden. Dies ge- 
sdiieht, wenn man die eben gemachten ScUfisse mit deften im Anfange des 
vorigen Paragraph vereinigt and dabei de Cftefebmig (8. %. 30.) benutsrt. 
hiernach auizuscbeidenden Werthe sind 



L 
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7. 1/2 



■f » 



a. s. Wt 'S«M Bian diese AÜettungMt tatt, 86 fAhr^ sie wi«Aer. eq eaaiaiir- 
baren Reihen. Der Ausdruck (7.) uQd die ibm folgenden lassen sich in nach- 
stehenden vereinigen: 

SteUt. man, die Ausdrflcke (1. «id 5.)^ (6. und 8.) zusammen., und be* 
merkt, dafs die zweite horizontale Reihe in (1.) mit der ersten in (5.) Ober- 
einstimmt, nur dafe Jene ittit a und diese mit 6 iuulliplicirt ist, ßo lassen 3ich 
beide in einen vereinigen, da a-}-6s=: 1 ist. Das Gleiche gilt von (6. und 8.)- 
Dies führt zu folgenden , von der Gleichung (8. $. 30.) auszuscheidenden Reihen : 

». «^ *.«-(i_<£^.»„'+fc^(j.^j..^,...) . 






.. -«t-.rt^('r:^y"-(;--y)^.»^+'r^;;;;;W:V,.l.....) 

•f 
".■•«. . ... I 

Das Fortgaugsgesetz fst deutlicli. Pie in d^ Klaoigiffni efngeßoUiis- 
sauen Reiben zeigen hinsichdi^ der begleitepdeft. Patemff4m von h^^^e\A eia* 
faches und gleiches Gesetz an. In den; i^iietrlf4<ai aber ^M W v^wsciii^dM. 
Das Fortgangsgesetz der FacultAten hangt von dem Grundfactor der ersten 
Facultät und ihrem Exponenten ab. Kennt man diese, so sind auch die der 
abrigen Güeder bekannt. Die Exponenten der; Facullfiten wachsen der keihe 
nach um die Einheit, und der Grundftictor nimmt um die Gröfia^ T ab. Dem- 
zufolge lassen sich dör Kflrze und Übersieht wegen die Reihen in (^0 auf 



MKZ 

Die, allgemdne Form Unftr ist 

• • • • 10.' i^= il;^.,«.^„i • 

« JieAMHet dis Exponjenleo 4«»;Ahi0Utqallit d«f ensMn CUtedMimd p--fir—a^ 
itB Gruäkabr der Fnw mi . Dvnolicb nkniK (90 folgeiidevrorai m:: 

. Nächst ^iieser AwsdieidiiBf 4b^ no^Il .eine aadere hinsichtlich des (tvA 
glH^MgMi EreignsBte. n^^k* iPle Atfsdrt^ <3..iMd 40« mA 4ie ibnep. «u-i 
gehorigta etflfcilleBi die Potenzen tos. «^A. SAeben sich (diese bis: wr ge^ 
hörigen Höhe, so enthalten sie^.tlle).»die>/)lr\il entscheiden) während sie ab 
g^gmA eiitieheidead aiifgttfikhirl .w*dM>^ Ditoe mAes^n gteifeht.iuid.aosjge- 
sehieden Werden.. 6b JMginliea itafl dem; (2r4'.«)(en Versuche ^ tnd ^ehepi bis 
«0 1 &iAe« Ihre JestüntraUf^ imfetrliegt der « btäberigen ^ SsfiUdhwFeisi^w . 

Das fOr A gAnstige Ereigniib kaan rmai bnntereiiaBitr eiotr^n. Die 
Wahrscheinlichkeit dafOr ist a^ Sie verbindet sich mit der WähMcheiolichfceiti 
welche angiebt, wie oft ein E^aignife mal niHt seinem Gegientheil zusammen- 
treffen könne. Demnach iat.in den drei treten Halben von (.0. oder 11.) 
|r— r.ätatl/^ a« setzen* Es ergiebl sieh 

Das fflr A gflnstige Ereignifs kann in den folgenden Versuchen rmal hinter- 
einander eiatrcffeüv-wdchee 



t » 



giDbU .Diese fteftabteseft tiok «onaiDHi itod.md 
pNidef Ruhe eiilh«lton: 

aie..E«mda:(ia. ttadft4} te|eiii%!m-tfohtaiiTfirigmM^ . : . . . 
15. « = a^ftVÄ^^^„+ (l-f*>«f *V Jlp_,^i -I- (i4-a)a'** ÄB'ilp.j,.^, 

Die AnsaeheidM^ ia (130 flMM^ ^ 1«V^> ?I* diePptenadn des begleitea 
dmi BiBomuüM aflsddg^ eis vbm Man ; Grade siad. Werden sie so grofs, ode 



HIB 

gröfBer als die rte, so enthalten sie Fälle, welche ftrjf ^Hltebeideii uiul sehen 
zugez&hk wurden. Sie sind ^n aossnsdieidea« Ihre Ausscheidung fährt zu 
folgender Formel: 

Zugleich mvfii eise Aussoheidung am (15:) hinslohtlioh ^ «erfolgM^ WMii die 
Potenzm von a-J^-b zü der gehörigen Hoh« gesttegen sind« Di» Auschel^ 
dang giebt fblgeadeit Ausdrack: 

Eben so mufe eine Ausscheidung aus! (8.) Unsichdich ä gmadit werden. dSiirgiehl 

\ Die Reefanung J^ewogt jsich zwar in gtidMu Kreism ^ untekiiegt jedoob 
einem festen Gange. £ihe Anssdieidiuig führt die andere na^ siidi. Vw-, 
einigt man die geftindenen Rerakalevso ergiebt sich folgender AusdrMk fftr 
die gesuchte WthraeiwiDlichkeit: 

p 
*, • t« •• • % •• •• •• •• •• •• •# t^ #9 •« •« *# »0 «^ »^ ^ 

! Okgldich dle^e £iAwibUun|[iJB «teämrimtdniKneiseiiiidi |Mef^ Mfelsi^ 
doch das Fortgangsgesetz erkennen. Mit den Potenzen- il% iftf eiad: dft^^iMe 
Facteren-£ und'^f^^'vetblünd^n. . Obsfi^etk, walc^d-diescfftVerbindunged zum 
Grunde liegt, fiUt mit ik# nntiYirlnrtinfr Dnrntnlhinf fnlfrinrirtr rrrirthrtfliiaiiniiniil 

(l+«)(Hi&) =Ä l+H«-|n*4-«4 = 1+1 + «», 
- • • . . .:•.-! • ((1>+A)^149i0 (<■+*) i«i l + (144)-f.(a+«)&tfi4M*i..;'>.rHA • ' 



0. i w., weQp ii|iitlie& flNentbalireirv, wo «s gesclu|hen. kann ^ a -f & = 1 gesetst 
wird. So weitlAnfig die Glelc^aiig (19«) ist, so Iftftt sie sfch doch bedeutend 
redudren, wMm Min ii=i=:^ setit Dann giebt sie folgende einfoche Formel: 

Diese Gleichung bestimnit die Wabrsoheinliciilicjt, dufe !4 ^p jJSr^gf ifs mud 
«jjher ini/y Veni^cheji herbeifttbrei v^ird, i^ 17 das Gegentheil la r Yiersqehen 
fV ihm im Stande jist, wenn A vf^6 B di^ gIe|i^e.Wiübffcb#i^9tUcbb^^ Mbe«t 
im eii^elnea Falle m p|e(f^ Dif (Mdcknng. (2|p,> j^ j^el^; «yd«» 

Gleijchiingen (19. 9d9r.^2. %. 290 ; a))14toir » ^^»^^«^t^a^HT^ 9i !i}Wi«^ 
dirt wird* 

Verg^cht man die J^ntwicklnngen in ($. 29.} mU denen ia ($, 30, and 31 .)) 
so.seigt sicli, dafs die letztern dann dienlich sind> Wjeqn fftr die Wafelrschein^f 
ächkeilen, welche das Eintreffen im einzelnen Falle bedingof^^.beepndere Werthe 
nöthig werden, dagegen die von (§.. 29.}9, wenn die Wahrscheinlichbeil^il^ 
welche dai; Sintreffen im .einzdnpn.Falle bedin^n^ einander gleich sind. B^de 
Betrachtungsarten, haben ihr Ei^enlhfimlicbes. 

Bemerkt man dies, erwfigt,. da(3 jedes der in ^^. 29.), yorlioinmendqn 
Elemente durch die Einheit dargestellt werden kann, wenn . map di^sef Einheit 
die Gesammtzahl der Eleipente zürn Nenner giebt, wodurch* d^ Werlh 4w 
Wahrscheinlichkeit fbr das Eintreffen im einzelnen .Falle^b^ptinimt^ird, und 
bringt hiemit in Verbindung, dafs das wiederholte Aneinanderreihen eines Eier 
ments bei den Vecsetzjijngen mit Wiederholungen eben so oft m-den Gmppeq 
einer bestimmten Classe vorkommt, als da^ eines zweiten qder dritt(en Ele-? 
mentf, so führt dies zur jB^anlwpctnng folgender Frage. , 

M Personen spielep mit gleicher Wahrsch^nlichkeit im einzelneii F;^ 
Zugewinnen, and noter folgender Bedingnng. . In einer Urne pigd m vi^rscluer 
den bezeiclinete Marken, von welchen jede fdr eine bestimmte Person f^ 
Es wird |>mai «ns der Urne gsae gm Md' jedesmal eine Marke beranagfenom- 
«0B, lue nafk der Sthtmg via /die Itee iarflaimri^l ^iA- .M-jeiifg« bcü^ 
kommt eine bestimmte fkmmt,^ jd«n«a:<Mwke JUmk ÜHUkäBiwitit <ersch«iiiti 
mh ^aA ist die WalrtibaialUkkeiti» ftt Jadm ilisWaliiag - ^i < 

Wß »gMfccfals . WahliBdWiiiayMK «qibüt >di«k. sps C^^) 4«lr «»><( <9. 
^ Sft.), «emt «in» dtaer jMaiilMngw ^ak diaJUU de» TteÜHltaer'dlVi^ 
dirt wird; denn nadi de» icMp« ;lliiwtafctiiifen idt ;di«ffUd4Br:gtifsl%en'IWi 
fftr Jeden ^eidi grob. .IMeses<s«ebti- iw /<• 



im 

Die WabrscheinlichkeU; dafs das Spiel nach p Versachen geendet sein werde, 
fst in (f4.) od« in (15. §; 29.) gegeben. '' 

Hieratfs ergielrt sich tineh di6 Wahrsclieinlichlteit, dafs das Spier geradfe 
im pieik Versache beendigt sein werde. Denn es i^t dfe WabrScheinIfichkeit, 
iiifc es- it dta nnmitleiyar i^orhergebenden Versuchen nicht geendigt sein werde, 
mit de^edigen xü verbinden , dafs es in öiner bestinioiten Anzahl endijgen werSe.^ 

§. 32. . . , . •. 

in einer Urne befinden sitSi r verschiedene Gruppen von Kugeln, jede 
von n Kugelii, die mit 1, 2, 3, . « . . n bezeichnet sind, m Kugeln jeder Art, 
mit den nfimlichen Zeichen, werden besonders beachtet! Iftan zieht /^ Kugeln 
änzefn heraus, legt die gezogene Kugel nicht in die Urne zuräck, und wieder- 
holt dieses Verfahren «mal. * Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs in irgend 
p zusammengehörigen, hintereinander folgenden Ziehungen, lauter Kugeln er- 
scheinen Werden, welche' dais ^gleichö Zeichen haben?' ! . ' 

' ' Um die den Resultaten gOnslige Gruppen- Anzahl zu fipden, isl^ zu le- 
itnerken,' dafs dbr Aufgabe genagt wjrd^ wenn Kugelgruppen von einertei 
Zeichen gerade in der ersten, oder 'zweiten, dritten, u. s. v\'i, oder endlich 
fn' den' letzten p Ziehungen erscheinen, p hintereinander folgende zusQmmen- 
gehörige Ziehungen soll eine Ziehungsreihe heifseii. Die Zahl der Ziehnngs- 
reihen ' Ist >. ' Die ' Gruppen ,' welche in den einzelnen Ziehungsreihen dem 
Erfolge gflnstig sind, gehören r verschiedenen Arten. an. Jede Art bringt 
f (r— l)(r— ä) .... (r—;» 4-1) = »*'~^ verschiedene Fälle hervor. Diese Kogel- 
Arten hAbeh 'm Verscniedene Zeichen. ' Es gönnen demnaph in jedem einzeltaen 

Wiedirhoirfnffs'fan^'; ''■■••■;■" •.*■.'! ''"''"' '■ *."""' "' •■•'■• 

«ttflöMiui« €ktippdB «otfkoteawni. Vtm.^Mt rymiMUtie 2SUkaägmm^m nfif« 

«. Das üalMMmü gsfiagt !■ der d^älmWUkmu^sMlti. Mm ätf^- 
lll^eidMi: Cifl|ip# li^n ißiä.hijli^bigö t»m\m/iumi\iH4ni' aur dw^^jAisendai 
I^^»lgWf»<Ki-Mttd«i:päAM»eiidAg|<»^y g|BiMifcm.«%efc Diwhien««:»!^ 
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in (1.) atig^«berien Crnp]^ k^noen «fto Mfi%Mi6nip|kb«'aQS d^ «rgAiMt^eki 
Kugel -Ai^aUvEtil* ;rtM. Glatte vorate^iheh^^iHMl'die .ahiii(>^T-^2yi)fen kabh 
folgen, ftto Uei^Mi^ifiklL ergebende Grkqipön-^AiiaU, itt ** . "^ 

c. Eben so findet alcll ffer die Za%i der ^n8%en Graupen, weicht 
m der llrittlBn ZiehnngsreUie erseheinen, 

u. 8. w. Auf gleiche WeiM ergiebt sieh ^i^.die Zahl dei^in der letsten Zie«» 
hnngareihe mAglichen oder gflnstigen Gnqppen: 

Werden die 'Werthe fflr JB^i, B^y ß^^ ..i. B^ zdsammengezfihlt, so ergiebi 
sich für die iSninme der auflösenden Grnppen tn sfiittmUichen Ziehongsreihen: 

1 B ^'9^m*rP^\rfi^py^^'K 
Dieser Aüsdruclc wird zu weitern Anwendungen dienen. Die Schlüsfsei 
welche zn (2.) fahrten , geben nur bis zut^ zweiten Ziehungsreihe ein richtiges 
ftesuItaU Der zweiten und den spAtern Ziehungsreihen gehen nfimlich ITugel^ 
grnppen "von p, 2p, Sp, . ... (ß—i)p Dlmensioneh vorher,' in lyelchen schon 
auflösende (Grrappen erschienen sein können. * Si'e ' mflssen gesucht 6hd aus- 
geschieden werden. Ist nun eine auflösende Gruppe in der zweiten Ziehungs^ 
reihe,' odeif'^n cffalef spAtem erschienen, so kann ihr einö auflösende Gruppe 
vorhergegangen sein. Bierbei kommen folgende zwei FSIIe vor : ' 

a. Die Kugeln der vorhergehenden ZieliungsVeihe haben das nf mUche 

ß. Sie haben ein anderes ^Zeichen. ' 



«1 \» 



Nach den Bedingungen des ersten Palle|^ sind' schbn p Kugeln mit . dem nf m- 
fichen Zeichen erschienen: datier *sind nöch'i^— /»"Khgelh mit diesem Zeichen 
in der Urne zurOck.' Die hieraus ^ich ergebende' Gruppen* Anzahl ist 

Diese Anzahl mufs sich mi|. der Zahl , aller der, Gruppen verbinden, welche 
MtatriiM, WMn die aaflösende Gruppe in äer zweiten, dritte», ..... Hen,Zi^ 
hnngsrmhe erscheint und die vorausgehende wAhrf^nd dieses aUmAligen ZurOck- 
3^eitett$ alle mögliche« ZtelMligsrdlhen llurcMlnft /Die Ziillen der Gruppen, 
wete^e ^uß diesem jßpinde au48:f«$hU^C||^ ^^ ■M'WPi ftK*fP ?!^.:>fW» 
in (2.), der Reihe nach 1, 2, 3, .^,^,0^:1 pW^.f, rr^M m>r.. w, *f ]?Mr 
enltit f^'*\ r II — 2/1 atatt m— p gesetzt und m yeri^chlAssigt wird, wdl 
KngdB Tom g|«Sdieii 2Mdieii^iB Bttradlt koamdör^ 'Vnbindet iimui Vanit di« 



in 



» "« 



Die» lifet «idi M. lolfffoden Aisinrak . veceuMgei : . . •- . 

Nach den Bedingangep im zweiten ^alle sind p Kugeln erschienen , die 
ein anderes Reichen haben. Jede Gruppe, mit K^^^eln .von einem bestimmten 
Zeichen, kann sich mit allen mögiichen Gruppen von Kngeln mit einem der 
übrigen m — 1 Zeichen verbinden und alle möglichen Ziebnngsreihen von der 
zweiten an durchlaufen, wAhrend eine der vorhergehenden auflösenden Gruppen 
jede vorhergehende Stelle einnehmen kann. Aufserdem treten mit diesen Grup- 
pen verschieden -bezeichneter Kiigeln alle möglichen Gruppen ans der ergftn- 
zenden Kugel- Anzahl in Verbindung. Man $ndet die Zahlen ausznschcddender 
Gruppen^ wenn man in (2.) dw Reihe nach s=: 1^ 2, 3^ • , • • ^—U ^—t statt m^ 
rn— 2;i^ statt rn—jp $etet and jeden Assdrock mit (1.} und der ergtacenden 
Grappen-AnsdU verbindet. Diese Bemerkaogeqi, geben folgende Reiben : 

= 1 .m»'- VI-' • rPH (m— 2!/?)P<'-*'<7*, 

' _ '= 3'f»*'-*»*H-rP'-*(rii— 2/iiy*-*>p|-V 

■'=(*-!) »/r'i-y '"'•#*'-• (Hi-2/»)<*-*w-*.' ' ■ ■' 
]^|e lassen ^ch in folgenden Aosdn^dc vereinigen : . 
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** - • ' "^'M" ' '* 






lt:^.Tir-«*'*"'^«^^"''-<^--('««--^ * 



^Wyfieä ille^^e "roh G, tradHJl insammen^ezählt, so ergiebt sieh folgende, 
^Alt^0'^u^z^s^l^^tden9e' Gruppe^ -Anzahl: ' - ' • 
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. :..««§• n«.P:.^. Wt'":«^r'."öi-fli'^Vr^/-^^'*.':.U(^-.a4^/'-'^^!. .. -. 



* V 



IflfSl 

Hier bA«^^iiet..^ffGic^ytp«l,Toii %» Din^^iMiipi^, 4«,i?r<^d|iiw nnrKocdn von 
wieflei Zeidiaii TorkonuneD , Gi Grappen toh p Din^nsioiieD , in welchen Ku* 
geln TOB «neriei Zeiehen, iiQ^>ft "gl^i^hfallisrCFMipffp .tob ;»'Diau»i8ionra, in 
weldien nv Kngebi Ton eineriei Zeichen yorkompiiB, die aber ein andwes 
Zeichen als die mter Gg begriifenen '^äben. 

Die SchltsM, weMen d^H F«rV6ltt ^.,iuid 4.) fahrten, sind so lange 
richtig 9 bis die sweite der swei anflöeenden Gruppen auf die dritte Ziehnngs- 
reihe gerfl^t iet nnd dann aÜmilig aUe mögliclien spitern Ziehnngsreihen durch- 
iMft In jedem dieser FUIp'kmNl*tt(ich etai «^rttli^ fuftös^nde Gruppe den b^den 
in C^O beseichneten vorangehen. Demnach meten drei auflAsende Gruppen, 
jede ab Gansee betraditef,' zu eidander in Beziehung. Dfe letzte bestimmt die 
StettiüigfW^ :y!OÄ<J«^ dHKeti 2fieb«ng^e|he^a]}, Si^e dnw #— 3 Zie-. 

hungsreihen. In jeddr eibzelnen Stellung können die beiden vorhei^gehendfen 
unter sich aOe ZiehnngsreiKen durcfalatafetf;' Di^el bürchläufeii'fWl'irft'detf 
j^erstreiinngen von zwei Elömfeiltetf^^ii^ dife gfiUdrtgd FttcberiUH'^ifsattmeh. '-E* 
treten folgende iFäÄe' ein i ' '* ^' - ' - 

y. Die drd auflOsMd^v Grm^en. «nt|^d^ Sugehi «it nur einem Zeichen ; 

d. Sie enthalten Kugeln mit zweierlei Zeicben; 
' B. iS^e eilthUten Ktgeb Mf dreleriei Zäch ' " > ^ / ; i 

Dle^ AtA fttlä faiss«h sidr na« dek^ Analbgfi&'TOä (;40 dtarfi%edd# IjVjfiB« 
darstdlleii :' ' '^ ' ''' '' "" •"* • ^ »'- • • ^ ' •* »* . .-'S *: •-•..'•„m i > ,. ...; ..,,... 

^i^iOii' '«iCiJTn "»i^fiA; •• — ;• •. i-'M 
Nun Ist leicht mi 99k(^^ is^, die «ttOAs^vde^^iyruppeA,- welche ,^ugeln mit 
rerscUedenen Zeichen rathalten, unter sich yerschiediene Stdlungen einnehmen 
köBBW, und dalli der dUndriafc ti^i<riffi tuf fSolgende BtdluBgen dieser Grup- 
pen deuten kann: 

und der Ausdruck GgHiKi auf folgende Stettungeh: ' 

G,tt,K+0iKMi-BiG,Rt^mX,^iV^i^^^ 

-S3S 3*2*1 •€r|JlgjKi« 

4 I T ' f. 

Die Gruppen- Anzahl, weldie durch den Ausdruck GiGgGi=^G^^ der nur 



Kügahi ¥ö(i '«rintrlei MihM eifhlK, iM^bgt «fii^ v i^ «i*^-^'^? M» jüA dui^ 
eine einfache Erörterang zeigen lAfiiL Die verseh ieiitok 'l li i nl i a e» y irelelt 
die zwei TODMgdieiiden anflößendefii Qr^pe*^ ip VMehtiag ^ di^ dritte ein- 
nehmen könnra , führen zu folgendem Ansdnick y yr^na AAei die Kogelgrnppen 
auf den ergfiiizenifen Zfihühgslk^eihen in die Reehniing aofgenoAuli»!! werden:' • 

-'■ '* ■•?:-!•• "'■■21* ' ' ■' ' '*''• *"' *'* "•"■'' ^''•'^' ^^ 
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Die Gmppen-Anzahl, welche durch den Ausdruck j^yJ'^^^^ Kedin^ wird, 

iat voH) Kvffpln: iqü zwei yerscUedenen^ Z^dkeq. veranl^fet. v pi# . des d^ 
Zeichew aind ^plin^^i die des andern /i;. . Pie Zahl der ^Aüe,. welche durch 
alle möglichen Zusanunenatellungen dieser Kugeln unter ^ch «rzeugt warfen, ist 

»•••« . • • • . , / 

•' • •. • ■•••.■ .'i r-i • •!.( .1 •• ; •■> '... I .1 

Die versdüedeaen Stellongw» w^ohe die., itV/^i ■ yorli^^^f)^ igilflösenden 

neu, fuhren sa folgender Formel, wenn die ergfinxenden Kagelgmpp^!in den 
«brigea Ziehongsreihep Jdt .B.e«hnang g^^oapn wenifln: . 



Mof GM|ip«Di» iPiii<n>itr.Attiwnlr dr^'l-fi^iJ^Ü^ «UmM, «eUv«l dM 

verachiflieiM JUiftMiii. Pi»¥«m>wngia» nKoWi« ii te^iiil iwotiada» 

»ML Kngel-ArtiH^. l|0^.W6rti«B, piad so^ojA ▼oquiMikea} jdalifrjiivd sie io 

_deir FactflUU y^a « ^e4i9r |t& ,eiafern9B. Es g^ttas liier.ftta^dif)fi«f[pefkiq|r 

. '1. . « > -i ■ ■' ».','. i ' f. ' . ■ .. .' '.».[■»,• , w ' '• f . '. 

enthalteii*. Die Stellni^en^ welphe die ivirei Yorhe^eh^iideii, i^uflOseaidra 6ni|h- 
pen in kllen Ziehongsreihen in Besiehnng tm dritten ein|EM9l|üB)ien k^oen« fahren 
sn folgender Formel,. ^wc9in die errtnzenden Knffelgrnnpen auf den flbrigen 
Ziehnnnrraien in Becbnnng gesogen werden; 
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Werden nmi die Werthe von Ei, JE«, E, znsamniengeiSUt, so ergiebt si^ 
folgende JiAi Vor -^8.) .MMWsdMiddQftr Grnppoi: 

' ■ J I • ■" » : .1-1 

Audi dies6i\ .Ana^nuAL, Imbo^ olati dpreb ein Sc^a« gfben. Es ist 

Die Torzahlen der ^Exponenten /r, welche den Facaltflten von r.zagehören, 
bflden Summen der Verhinojbngen mit Wiederfaolangeq «v llen, ^ten, ^ten, ..'•• 
ClMse. Die begleitenden iPacnltäten Ton m nahen ao yiele Factoreii, als die 
VwbiBdiittgBdlaaM^ii^ehly ,vpd Wefdto intA ebi^ tteigMi^- f^vß\U '^^om t 
gMieaaea, die |o Tiele*Fi|j!^ren slhlt, als gleiqheJpspepenteB von r Torkann 
nen; A^ begleitende PM|dlit ft'*^ wirft dnrih af Tiile ateigende Facoltitea 



-' -' ' ' Dfe 'sttit' EntwÜMini^ 'd^ 'i8teil)Üii(r (90 l^eüttÜitbii'' SdiU&ke 8$nd ^ 
Ifln^eTTöiitigf!, Ute die ibtitti)' der iranSsenaen -Chriippen ii^ dfe'irierte Zletrangs- 
fcfflle geffidtt'^st. Ist''£te'gesdiiBheii/8Ö iiiflssen Weder AQSs<li^dobgba 'gd^ 
macht werden, weil eine vierte auflösende Gmppe unter "den vorausgeftenden 
Kugelgruppen entlialten 86iti'jLaBfekt Die vier auflMfiiden Gruppen machen unter 
sich Verdetzungen und nehmen alle möglichen Stdlungen vor der letzten an, 
während' äiese Voü einer ^lehäiigi^reihe zur andern isurfacktritt ' Es können 
^fölg^d^ iFÄIe einfr^lenr ' ' '•''' -■-•-•"•! * " ^ =-^ •'•■'-:• 

t. Die vier auflösenden Gruppen haben gleiche Zeichen; 

fj. Drei hahen einerlei , die vierte ein anderes Zeichen; 

X. ZwA und wfü htkin eioeriei ZelelMi; 

X. Zwei haben einerlei, die dritte ein zweites, die vierte ein drittes Zeichen ; 

fi. Die 'vier GtUppeii' habeii' vier 'vers(lliiei^|ne Zeicl^^ 

Hienach erg^bpn sich, folgeifd^ Formen: .. , . i 

G,G,G,G,=^d,, G,G,d\H,^GM\^ G,G,BiH, = G^U^, 
GiG,H,K,^^,H,K,, G,HiKiLi=^GiHiKiL,. 

Wendel ntt a#« dIdM Dtaisttelhipigen diie oUgen Bemerkungen an und 
berfldEsiehtigt dabei die in (§• 25.) ausgesprochenen Gesetze, welche aus 
Ähnlichen 'Betracki|tbgell**abgelettet' wurden,, so erhilt pan folgende Zahlen- 

« 

Aiwdjilcke: , ... 



■' ■'■•■a,Bik,L,^4^'*'^'i»^'^lt^^<i^^.i*^:- '■ 
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^erdf»n |Ue> vera^ei^neii -fitdfamgtfn iMrfldificIitig^j i>^t dfv vier 
auflösenden Gnippen in f Zif^anoreüieii nntereinender einnehmen kAiuien,,nebat 
der Zahl der ergänzenden Gruppen auf den fibrigen b — \ Ziehungsreihen ^ sp 
eririebt sich folgende . Zahl von (5.) auszuscheidender Gruppen:' . , 
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Aneh hier «rirnnt man leMrt das oben anfeg^M fieaeti. Ibm bh- 
folge «rgiebt sich fBr üe awxosdieideDde 6rapp«n~ABMU Mgmür AosdrndK: 

a. s. w. Dejnnach ist die gesuchte Grappai- Anzahl 

9. A = B—C-^D—E-\-F'-'.,..^ oder 

Wird durch die Zahl aller Gmppen dividirt, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

Wird in der Gleichnng (ll.) fli = n gesetat, so beantwortet sie fol- 
gende Aufgabe. 

In einer Urne befindet sieb s verschiedene Arten von Kugeln, von 
welchen jede m Kugeln zfihlt, die mit 1, 2, 3, ... . m bezeichnet sind, p Kn^ 
geln werden einzeln hintereinander herausgenommen und die gezogene Kugel 
wird nicht in die Urne zurflckgelegt. Dies Verfahren wird raial wiederholt: 
wie grob ist die Wahrscheinlichkeit, daJb in irgend p zusammengehArigoi, hinter- 
«nander folgenden Ziehungen lauter Kugeln ersdieineii w«rd«i, die das gleite 
Zeiehen haben? 

Durch Einfahrung des angezeigten Werlhs findet sich aus (11.) 

+ -pii^fpr["-'*^+St^-'-'*^'**'.+"^<'«-')a 
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Ist oi3=:l, M Motten unter den aiig«g#beneii BedingOBgen nur Kugeln 
ven einem beediipntten Zeichen ersdheinen. Ea versdiwinden also dann aUe 
Glieder, welche höhere 'Facultfiten von m als die erste enthalten und die Wahr- 
scheinlichkeit ist aus (110* 

Für *«tt8 ist i 



In (§• 25.) wurde ^ne der gegenwärtigen ähnliche Frage beantworteL 
hier gefnndenen ftdsatole nnterseheidett Mch Ten den dotögen dadurt^ 
dafs hier Kugeln mit mehreren Zeichen erscheinen können , dort nur mit einem, 
und daf? hier Kugeln mit demselben Zeichen schon vor der i^uflösenden Gruppe 
erschienen sein können, dort nicht. 

Behalt man die Bezeichnungsart wie (§. 26. u. ff.) bei 9 so ergiebt rieh 
für die Anzahl derjenigen Gruppen, in welchen lauter gleichbezeichnete Kugebi 
iri p Ziehungen wenigstens Vmal und höchstens ^mal erscheinen , wenn m ver- 
schiedene Zeichen in Betrachtung kommen und s Ziehungsreihen gemacht werden : 

Demnach ist die Reihe C^.) mit dem /ten Gliedß zu beginnen und die vom 
{x-\'i)t^n Glieie M abzuziehem Die Zahl der Gruppen,. in welchen unter 
den eben angegebene^ Bedingungen lauter gleichbezeichnete Kugeln gerade fmal, 
nicht mehr und nicht weniger oft, erscheinen werden, ist 

IKe etttspreeiienden Wabirseh^nHidikeilen eiiid 

18. w = 



' . I 



(r»)vl-» » 

Diese Reihen brechen in bestimmten Pfiffen bald äb^. wi^ dich aus den Gleichun- 
gen (19« und 20. . §• 27.) ergiebt, und führen, oft zu gunz kurzen Ausdrflcken. 
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IM» MtgegengeMtite WalÜMhdbttcikeft "btaiw (1?:) 
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§.33. 

Jemand trachtet, ein Ereignifs, dessen EintreiFen im einzelnen Falle 
durch die Wahrscheinlichkeit a bezeichnet wird, in p Versndien so oft ^erheK- 
zofflhren, da& es immer rmal öfter als das Gegentheil zatrilFl, dessen Ein- 
treffen im einzelnen FaUe durch die Wahrscheinlichkeit b ansgedrflckt wird : wie 
grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen gelingen werde? 

Der Ünlemehmer erreicht seinen Zweck,, wenn das ihm günstige Er- 
rignifs in 'den r ersten Versuchen eintrifft; er erreicht ihn, wenn das ihm 
gflnslige Ereignifs r-j-lmal und das ihm ungillnsUge darunter einmal eintrifft; 
er erreicht ihn, wenn das ihm gflnstige Ereignifs r-}-3mal und darunter das 
ihm ungflnstige zweimal eintrifft u. s. w. Dies giebt folgende Zusammenstellung: 

if, Ä^**, Ä'+^*^ if^'h\ if+*b\ «H^Kp-OJK^r)^ 

wo die Exponenten von a und b das wiederholte Eintreffen der bezflgüchen 
Ereignisse bezeichnen. Die einzelnen Fälle worden in ihrer Verbindung unter« 
Oiia^der iMson^ere Gruppep bilden, dereq Anzahl zu Bo/^bm i^t*: ^—r^ Ymi 
immer eine gianae Zi|bl aeiA* 

a. Die Wahracheinlichkeit, dafs das fraglidie Ereigpmii mtl biftter-* 
einander in r Veranchen mtreian wwde, iat i^. 

b. Die Wahrscheinlichkdt, dafs das fragliche Ereignifs r-flmal und 
das ungOnstige. einmal tn r 4-2 Versnoben eintreffen werde, setzt voraus, dafs 
das ungünstige Ereignifs in den eri9teA r Versuchen eintreten werde. Das 
Eintreten dieses Ereignisses in einem der zwei letzten Versuche ist schon in (a.) 
vorgesehen. Berücksichtigt man (§• 41. m. Comb^ Lehre), so ist die Wahr- 
scheinlichkeit für diesen Fall: 

c. Die Wahrscheinlichkfeit, dafe das fragliche Ereignifs r-f-3mal und 
das ungünstige zweimal in r-f^4 Versuchen eintreffen Werde, setzt voraus, 
dafs das ungOnstige Ereignift in deit eraten r Versuehen wenigalena ^ einaal 
und, wenn es spAter (einmal höchstens) eintritt, nicht spAter als im (r-j-2)len 
Versuche eintreten werde. lThtersuc}it man die dem Ereignifs günstij^en FftlFe, 
so ergiebt sich folgende Wahrscheinlif hkeit : 

23* 
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ä. Die Wahrscheiiiltohlmt, d$ta dM friglidie Ereigtuft r^dsmi mi 
das ongünstige dreimal in r 4-6 Yersuchra eintreffen werde, seüstTorana, dafii 
das nngflnstige Ereignifa in den ersten r Versuchen wenigstens einmal und, 
wenn es sptter (zweimal hAclistras) eintritt, nicht später als im (r -|- 4)ten Ver* 
sncbe eintreten werde. Untersncht man die dem Ereignisse gAnstigen ^iDe, 
SQ ergiebt sich folgende Wahrscheinlichkeit: 

e. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das f rasche Ereignifs r4*4inal nnd 
das nngfinstige viermal in r-f 8 Versuchen eintreffen werde, setzt voraus, 
dab das ungünstige Ereignifs in den r ersten Versuchen wenigstens mnmal 
nnd, wenn es spflter (dreimal höchstens) eintritt, nicht später als im (r4-6)ten 
Versuche eintreten werde. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich folg:ende Wahr* 
scheinlichkeit : 

_ r(r+5)(r+6)(r+7) ^«,« 

tt. 9. w. Das Fortschreitongsgesetz ist Idoht erkennbar Mab erhtit fOr £e 
geradiie Wahracheinlichkeit folgenden Ansdrack durch Veretnigiuig der d»en 
angegeben«! Ftile: 

.. „ = 4l+r«H4J^C»)'+^4T^W+.... 

• 1*2«3 •• • • jw J 

m kann sich bis zu ^ip—r) erheben, 

I 

Setzt man in (1.) a=£ = ^ nnd multiplicirt den Ausdruck mit 2^^, 
so giebt die Gleichung die Anzahl derjenigen Gruppen, in welchen ein be- 
stimmtes Element immer rmal mehr, unmittelbar hintereinander oder im Über-^ 
Schüsse Aber das zweite ersdieint, wenn die Versetzungen mit Wiederholungen 
aus zwei Elementen zur /iten Glasse gebildet werden. Es ist 

Setzt man aber in (1.) «=— nnd b= nnd mdtq^drt mit mf, so eigiebt 

3. -4 = 
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Diese Gleicknng beetimmt die AozaU iet Gnypen , in welchen ein besUmmies 
Element rmal so oft, entweder unmittelbar hintereinander oder im Überschnfe 
ftber die flhrigen Elemente, welche einzeln oder in bdiebiger Verbindung unter- 
einander auftreten, ersdieinen wird, wenn die VersebEungen mit Wiederho*- 
laugen aus m Elementen cur ^en Classe gebildet und die Gruppen yen einer 
bestimmten Richtung aus betrachtet werden. 

A' traeiitet ein Ereiguifip, dessen Eintreffen im einsdnen Falle dnrdi die 
Wahrsclieinychkeit m bedingt ist, in j^ Versndien so oft herbdsuftkhren, dafs 
es t*mal öfter eintrilt, als B und C yereint im Stande raid, ^eichhetllieh un- 
ter sidi die ihnen gflnstigen Ereignisse mit den WahrscheinlichlEeiten b und e 
berbeizuftlhren : wie grolii ist die Wahrschanlichkeit, dalii A seinen Zweck 
erreichen werde. 

A wird seinen Zweck erreichen ^ wenn das ihm günstige Ereignife rnud 
hintereinander in den r ersten Versuche eintritt, oder wenn das ihm gflnstige 
Ereignifs r-|-2inal und das jedem sdner Gegner gfinstige Ereignifig je einmal, 
oder wenn das ihm gflnstige r-}-4mal und das jedem seiner Gegner gflnstige 
je. zweimal eintritt u. s. w. Dies fflhrt zu folgender Zusammenstellung: 

if, ^^Hc, 0t^'bW, 4i^^dl^. 

Untersudien wir nnn die einzelnen Ffllle nach den Bemerkungen in 
iji, hj c, . . • •} und berflcksiditigen, dals die durch b und c bezeichneten Er^ 
eignisse in jeder beliebigen Zusammenstelluog unter sich bei den möglichen 
Versuchen mit dem fttr A gflnstigen Ereignisse in Verbindung treten können, 
so ergiebt sich feiender leicht zu rechtfertigende Aufdruck fflr die gesuchte 
Wahrscheinlichkeit : 

4. .u, = 4i+rfr±!).^f^^.!^^^ 






Auf ganz gleiche Wmse findet sich die Wahrscheinfichkeit fibr B, gegraflbw 
ton A und C; eben so die fir C, gegenflber ron A und C. 

Diese Schlflsse lassen sich wieder leicht verallgemeinem. Trachtet Jo? 
mit der ihm gflnstigen Wahrscheinlichkeit a, gegen n Theilnehmer Ji, ^29 
ils, •••• if«, denen die Wahrscheinlichkeiten ai, 02, •••. a« zugehören, ein 
Erdgnifs so oft herbeizufflhren , dafs es rmal öfter eintrilR, als seine Gegner 
im Stande sind, gleichheitlich die ihnen gflnstigen Ereignisse zu eriangen, so 
ist die Wahrscheinfichkeit ftlr J; 



+ r (r-j-3«-f-l )"■-'"• i»*" (ä* • Oi- «,•'•• •«,)'.. 

■ . . ..... . .... .:;.: ... .],. 

Die Reute bricht ab, wenn dieZfibl derVOTducbe, w^be der EfgenfhfiiB&eh- 
keit der Aufigabe ent^eeheti^ eiMhöpft i$t. ^ Ataf flbidiebe Weli« wird^ ^e 
fOr jeden andern TbeUnehmer gdltfge Wahrs^eialichkeit besliiiimt. 

§. 84. • •■ • • 

A trachtet, ein Ereignifs, dessen Eintreffen im einzelnen Falle durch 
die Wahrscheinlichkeit ä bezeichnet wird, in )i Yersachen wenigstens rmal 
eher, entweder hintereinander, oder im Überschösse Aber das Gegentheil, ber- 
beizofflhren , als im Stande ist, ein Ereignifs , dessen Eintreffi^ im einzeben 
Falle durch die Wahrseheinliehkeit h angedeutet wird, raial, entweder hinter- 
einander, oder im Überschüsse Ober das erste Ereignifs zu erlangen: wie 
grofs ist die WahrscheinKchkeit Üx A^ 

Durch die in (f. $.33.) aufgestellte Reihe ist die Beantwortung dieser 
Frage vorbereitet. Jene Reihe bleibt nämlich so lange in Ki^ft,' als die Fo^ 
tenzen von a und h sich nicht bis zur «ten erhcfben. Erheben sie sich bis 
zur >ten, und darftber, so werden Fälle vorkommen, i\^ gegen das Ünterneh* 
ineu entscheiden. Biese müssen gesucht und ausgeschieden werden. Um einen 
bessern Überblick zu haben, bezeichnen wir die den Potenzen von ab voraus- 
gehenden Yorz^h^u.in. (L §. 33.). der Reikenach durdii il«, ^, J29 •••• 
Dieses giebt 

Die Glieder der ersteq Hpri^ontalreihe in (lt,> eatscbeiden aftmmtlifib fSnr^ A, 
die der zweiten enthalten Fälle, yf eiche gegen A entscheiden. Der erste Aus* 
druck in der zweiten horizontalen Reihe bietet nur einen Fall dar, welch« 
^um Naohtheil des Untemehineus entscheidet. Dieeer f i;^tt ein, w«nn. ^99 M- 
.günstige Ekreignifs «nal hintereinander vom ersten Ve^gbea^ eintrifft, Dit 
^yiTahrscbeinl^chkeit , dafs {dies gescfaiehe, ist . . 



Der sweite Aisidniek der sweiten . korizontalen Reibe bat die Fonn 

Man löse, um die Zahl der aaszuscheidenden FfiUe za finden , den Aoadctiok 
in seine Bestandtheile mtt nnd zeige die Wiederbohingen durch unten ange-* 
hingte Zahlen statt dnrch Exponenten an, so dars 

wird. Alle die Fidle werden zum Nachtheil des Unternehmens entscheiden, 
worin b von vorn herein ^mal hintereinander zn stehen kommt. Dies geschieht so 
oft, ids b zwischen ar+« verschiedene Steflnngen einnehmen kann, also r-f ^mal; 
denn ditjenigen Ffille sind anszosohliefsen, in welchen b die letzte oder vorletzte 
Stelle annimmt, weil sie schon in dem vorhergehenden Falle vorgesehen sind. 
Hat b aHe Stellen durchlaufen , so reiht es sich an die b an. Dadurch 

« 

erscheinen diese in der («-f-l)ten Dimension. Demnach kann ein n auf « Stellen 

zwischen den b erscheinen.* Dies wirddurdi 

^r+.+i^.+i ^ j j^ j^ b^^ab.b.it^ 

ausgedrftckt; woraai ein Ausscheiden von noch weitern 9 Fallen entsteht. Der 
nJBh dieaea BMierkvBgen auszusofieideide Auedruok ist 

Um die Zahl der Pdle , wselehe der dritte Ausdruck in der zweiten horizoo«* 
taien Reibe attszuscbeideii veranbiibt, zu finden, dient folgende Zerlegung: 

Die Anwendung der in (e. $. 33. } gemachten Bemerkungen fahrt auch hier 
zum Ziel Die beiden amEndie des Ausdmdcs erscheinenden fr nehmen von 
der (r -f 2 #)ten Stdie an alle Stellungen zwischen den a ein. Haben sie sich an 
die ersten b angeschlossen , so treten zwei a ein und wiederholen das Gleiche. 
Die Zahl der hieraus sich ergebenden FAlle ist 

~ — rz 

Aufserdem kann noch ein b an die {r-\'29'\'i)le und (r-f 2«*f^)^ ^^^^ 
rüd^en. Wahrend nun dieses Element die beiden SteUen annimmt, durchlauft 
zuerst ein d r-f« nnd ein a darauf 9 Stellen. Die Zahl dieser Falle ist 

, ' 2(r+r). 
Hieraus ergiebt sich f Or dep: anfiznsdieidenden Ausdruck : 
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Wenden wir die in (ß. §. 33.) ^emichten Banerkngen anf den vier» 
ten Ansdruck in der zweiten horizontalen Reihe tti, so ergebt wk folgende 
Formel: 

«,, = (r-f 2.)(r+2.4-4)(r+2.+5) .^^^^ 

1»2'3 

u. s. w. Die Yerkindnn^ dieser Ausdrflcke fahrt za folgender Formel: 

(r+2«)(r+2«+4)(r+2«+5) , ^y 

, (r+2^)(r-h2^+5)(r+2t4-6)(r+2#+7) ;^,,,, 
T 1.2.3-4 ^^^ 

Aach hier bezeioimen wir . itte Vorzählen auf dof adiere Weise and 
setzen fttr sie der Reihe nachJffo, J9|, B^^ B^^ .... Dadopch gebt der Aas* 
drudc in folgenden Ober: 

^BriMby^Br^,(air'+Br^,(aby^+....). 
Die GBeder dieser Reihe li^ern so lange ein nebliges Resnltat^ als ridi 
die Exponenten von ab nicht bis za r erheben. Erheben sie sich bis za r, 
nnd darflber, so entstehen Falle, welche fltr A entscheiden, wAhrend sie, als 
fi€^en A entscheidend , anfgefflhrt nnd ansgeschiaden wadrden. Sie raflssen ge* 
sndit, ansammengezAhlt nnd von (2.) ausgeschieden werden. Wenden wir die 
ScUfisse, welche zn (2.) und in (a» b, c, ä, .... §..33«) gemadit wurden, 
anf die Glieder der zweiten horizontalen Reihe in (3.) an , so giebt der erste 
Ausdruck derselben folgende Ausscheidung: 

Wi = i^^^'b'^^ 
der zweite folgende: 

der dritte folgende: 

^^ ^ (3r+2#)(3r+2^+3) ^^,^,p^,^, 

Q. s. w. Dies giebt: , 

, (3r+2*)(3r+2*+4)(3r-fiB«+5) . 3 
T 1.2.3 ^""^ 

■ • •> 
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Anoh diese ibihe giebtee lange ein gflnstife» Resqltal, Bi$ ^ich die 
Exponenten von ab niebt bis %n s erbeben. Erbeben sie ineh |)is dabin, und 
darabet*, so fingt eine neue Anssebeidong an, welebe auf gleicbe Weise be* 
haiidelt werdra mnls. Sie giebt folgendes Resultat: 

Das Gesetz, nacb welcbem diese £ntwicUimge)i fortocbreiten , ist deutlicb. 
WiUen wir der KOrze wegea für d«8 Gesetz, ^dches den Reihen (1. 2. 4. 
und 5.) zum Grande liegt, die Bezeicfanang 



\ ((2'»-l)r+2w*) ((2m-l)r+2M4-4) ((2m-l)r+ 2w«-i-5) 

' 1 •2*3 ' 

SO ergiebt sieb folgender Ausdruck fflr die gesuchte Wahrscbeinlichkeit : 

Diese Gleicbung findet sich leicht aus (6.) 9 wenn man. der Reihe nach 

m = 1, 2, 3, und n = 0, 1, 2, 3, . . • ., aber abwechselnd (zuerst fflr m, 

dann für n u. s* w.) in (6.) setzt. Aus (7.) findet sich die Wahrscheinlichkeit 
fOr B sehr leicht, wenn das entgegengesetzte Ereignife ^mal eher herbeigefahrt 
werden soll , als ^ im Stande ist das ftir ihn gflnetige Ereignifs rmal zu erlangen. 
Zu diesem Ende ist b statt a, und 9 statt r zu setzen. Es ergiebt sich aus (6.) 

Die hier gefundenen Resultate bereiten auch die Beantwortung folgender 
Frage vor. A wiU ein Ereignifs mit der ihm gttnstigen Wahrscheinlichkeit a 
rmal eher herbeiführen als B ein Ereignifs mit der ihm günstigen Wahrschein- 
lichkeit b «mal herbeizttfflhren im Stande ist. B will das ihm günstige Er- 
eignifs «mal eher herbeiführen als A im. Stande ist das ihm günstige rmal 
herbeizuführen: wie.grofs ist die Wahrsebeinlichkeit, dafs in p Versuchen A 
oder B seinen Zweck erreichen werde? 

In (7.) ist die f&r ^, in (S.) die fflr B günstige Wahrscheinlichkeit 
ausgedrückt. Tritt einer der in beiden Gleichungen vorgesehenen Fülle ein, 
so* sind die Versuche geendet. Demnach ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

24 
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DitBe Aufgabe kann auch unter C^wder Form dargeatellt wenden. 

Zwei Spieier il nnAB, von welchen dar eMe a» der zneile r Marken 
hat, spiden «oter der Bedingmig, dala deijenige, der ein Spiel verliert ^ set* 
nem Gegner eine Marke geben mnfa und dafii derjenige der SHbeger ist, der 
alle Marken des Gegners gewonnen hat. Die ihnen zugehörigen Wahrscheu- 
lichkeiten, im einzelnen Falle zu gewinnen, sind a und b: wie grofs ist die 
Wahrscheinliehkeit , dafs das Spiel in p Versuchen geendet sein werde? 

Ist in (7. 8. und 9.) r ^=9, so ergeben sich einfachere AusdrfidLe. 
Aus (9.) wird in diesem Falle, in entwickelter Form: 

10. «.= i^+y) [i+ rat+4±^W+ '•'-tt'S"^" W+--] 

+(«-+»-) (rf)" [i + 5«» + ^!^S^ («*)'+ 5=^^5dÄ|rä («»).+... .] 

Sind auch die Wahrscheinlichkeiten im einzelnen Falle gleich und ist 
a = 6 = ^, so ergieht sich aus (10.) 

2'-»L't2?T 1.2.2* T- 1.2.3.2« T J 

1 n ■ 3r ■ 8r(3r-|-3> , 3r(3r+4)(3r-f5) , "l 

23.wiL*-t-2«T 1.2.2* ' 1.2.3-2« T'"J 

I * Tl I ^'^ I SrCSr-f 3) , 5r(5r+4)(Sr+5) , l 

T2«r-iL*T2»T 1.2-2* i 1.2.3.2« T-*J 

Setzt man in der Gleichung (7.) a = — and 6*^=— — und nralti|^irt mit 
mP, so ergiebt sich 

4- («-1 y+'m^«*-!- ??1^ (w~i )H^H-» «^'-»^ 

Diese Gleichung liteet Colgeade Aufgabe aus der Lehrjp von den Combinationen. 
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Bildet MA die YttseUB^em: mit Witdwheiaiigen ai» m Slenenteo zor 
fifett Gitsse, verfolgt ein bMüiimites fitoment omJi einer bestimmten Richtnng 
lafl^ i» allen Gr^^n, in welchen es yorkommt, «id xAhlt reu der ersten Stelle 
an ^ wia oft es hintereinander ode^ im Ülierschussa Ober die flbrigen Elemente 
(dicee mAgen einzebgi, wiederholt oder nsammra in willkOrlicher VerlModong 
diit einander aAehen) Torkommt: so giebt die Gleidiung (130 ^ Anzahl der 
finippeni an /in welchen das genannte Element WM^gstens rmal eher vorkommt, 
als die flbrigen (einzeln oder in VerUndung miteinander} #mal hintereinander 
oder im Übemdiusse über das bestimmte Elemeat vorfcemmen. Hiebei ist zn 
bemerke, däft die SteUenzaU eines Elements immer nor als Einheit gezAhlt 
wird. Die Glekhnng (12.) und die Gleichungen (3. und a §. 33.) geben die 
GroppMH* Anzahl der Versetznngmi mit Wiederholungen von bestimmten Unter- 
sdiiieden, worauf ich in meiner Lehre von den Cembinationen hingewiesen 
habe (§• 23.'). IHe hier gegebenen Bestimmungen soUen das dort Angedeutete 
erginzen« 

Die in diesem und dem vorigen Paragraph behandelten Aufgaben stehen 
notereinander in genauem Znaammenhang. Die VerBohiedMfaeit der Bedentang 
iezi Gleichnng (7.) und der Gleichung (1.) im vorigen Paragraph, zeigt sich 
devtlioh und ist leicht zu erkennen« Bringen wir sie, nm die Verschiedenheit 
st&ifcw hervorzuheben, wd die Form^ m welcher sie nach (100 in diesem 
Paragraph dargestellt wurde,, so ist die An^abis folgende. 

Zwei Personen A und B spielen mit den beziehlichen Wahrscheinlich- 
keiten a und b, im einzelnen FaUe zu gewinnen, miteinander. A hat eine 
unbestimmte Zahl von Harken, B hat r Harken. Wer verliert, giebt seinem 
Gegner eine Marke. A gewinnt, wenn er in p Spielen alle Marken seines 
Gegners erhalten hat: wie grofsist die Wahrscheinlichkeit, dafs Ain p Spielen 
die Marken seines Gegners gewonnen haben werde? 

Die Bedingung, dafs A eine unbestimmte oder unerschöpfliche Anzahl 
Marken habe, ist unerlsfslich. Denn hfitte er eine bestimmte Anzahl, etwa 
5 Marken , so könnte leicht in p Spielen der Fall eintreten , dafs A alle seine 
Marken verlöre, wodurch er dann aufser Stand gesetzt wfire, das Spiel fort- 
zusetzen. Von dieser unrichtigen Ansicht ging Laplace aus; denn er giebt 
Fg* 235 seiner ^Theor. analyt. d. probl.'' die Gleichung (1. §. 33.), in der 
Meinung, dafs sie die Aufgabe auflöse, welche hier durch die Gleichung (7.) 
in diesem Paragraph gelöset wird. Von der Unhaltbarkeit der von Laplace 
aufgesteUten Ansicht kann man sich leicht flberzeugen, wenn man einzelne und 

24* 
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ganz einfache Fälle nfther imtersucht. Sie tritt schon dentück hervor, wenn 
man in den genannten Gleichnngen %.B. p=aS seist. Die in (§. 33. and 34.) 
behandelten Anfgaben worden auch ron Tremil^ in ^Comnientat Soe. reg. 
sdent Götting. ad A. 1793 et 1794. Vol XIL Pg. 99 sqq.'' behandelt (1. $. 33. 
und 7. §. 34.). Läplace aber scheint diese Arbeit nick gekannt ^bder nicht 
beachtet zu haben. Maivr^ hat in seinem Werke ^^Doctr« of Cfaances UL Ed« 
Lond. 1756. Probl. 64. Pg. 204'' die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit wegen 
Beendigung der Versuche untcir den ($. 34.) angegebenen Bedingongen als 
Aufgabe aoflg^esteUt and giebt die Gleichung (1. §. 33.) als Antwort auf £e 
Frage ) da doch die Gleichung (9. §. 34.) sie beantwortet Er erhfilt das nüi« 
liehe unhaltbare Resultat, welches Laplace nach ihm aufstellte. 

Überblicken- wir nun die in (§.24 — 34) gefundenen ResnUafe^ ^so seigt 
sich, dafs sie eine Reihe zusammengehöriger Aufgaben lösen. Hiemit ist jedoch 
die Reihe derselben bei weitem noch nicht geschlossen; sie Ififst sich noch nm 
andere vermehren, die wir nicht weiter verfolgen, weil wir es schon in eiaer 
besondern Schrift: ^Die Reihenfolge der Elemente bei den Versetzungen mit 
und ohne Wiederholungen aus einer oder mehreren Elementenreihen , und ihre 
Anwendung auf Wahrsoheinlichkeits-^Rechnung" gethsin haben. Besondere Falla 
dieser Aufgaben (§. 26. 29. 30. letc.) wurden von N. B^mäulHy MMvn, 
Laplace, Trembl^ und von Mehreren in den Annalen von Getgotme be- 
handelt; wie wir es am gehörigen Orte angemerkt haben. 
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%. 35. 

Ist mü dem Eintreffen eines Ereignisses Ae Erwerbung eines physischen 
Gutes oder ein Gewinn verbunden, so erhfilt das Eintreffen einen Werth. 
Dieser Werth soll Werth der Erwartung heifsen. 

In einer Urne sind m—\ schwarze und eine weifse Kugel enthalten. 
Auf das Erscheinen der weiften Kugel ist der Gewinn 6 gesetzt. Von vi Per- 
sonen darf jede eine Kugel aus der Urne nehmen, ohne die in der Urne ent- 
haltenen Kugeln bei der Ziehung sehen zu können. Diejenige Person, welche 
die weifse Kugel zieht, erhAlt die ausgesetzte Summe. Welchen Theil des 
Gewinnes hat jede Person vor der angefangeoeii Ziehung anensprecben, oder 

wie grofs ist der Werth ihrer Erwärtong? 

• * 

Offenbar hat vor dem Anfange der Ziehung jede Person das gleiche 

Recht oder den gleichen Anspruch auf den Gewinn. Soll daher volt der Zie- 
fanng jeder von ihnen ein bestimmter Th^ des aosgesetiten Gewinnes zuge- 
wiesen werden, so mufs dieser Theil mit der Gröfse ^es Anspruchs öder mnt 
der Hoffnung zu gewinnen im VerhAlteHb stehen. Dieser Werth' der Erwer«^ 
tong ist demnach im vorliegenden Fall 

1 
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E bedeutet den Werth der. Erwartung.. Sind nur zwei Personen Ä nnd B 
vorhanden, von welchen die erste /i mal, die andere m — »mal ziehen darf, 
und ist nun der Werth der Erwartung fQr beide zu bestimmen,, so kann man 
sich die eine als Stellvertreter von p, die andere als Stellvertreter von m—p 
Personen vorstellen. Es wird also jede sovielmal den »iten Tlieil des Ge- 
winnes anzusprechen haben, ris sie Ziehungen miN^n diirfi Demnabhf tist'^ef 
Werth der Erwartung für ^, 



E 



der fOr B, 
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Dies Iftfst sieh leicht auf drei mid mehr Personen rasdehnen. Sind n Personen 
Ai^ Jiai ^3 9 •••• ^M vorhanden, von welchen die erste pi^ die s weite p2^ 
die dritte p^ n. s. w., die nie p^ Ziehungen anter den obigen Bedingungen 
machen darf, so ist der Werth der Erwartung fflr Ai,^ 

1. E, = ^C. 

.»» 

Pahei ist vorausgesetzt, dafs /i^i-f;'2-f/^3~f****F'i ^^^ gröfser als m werden 
darf. In den Gleidiungen drückt die Vorzahl von£^ nach (1« §.2.) die Wahr«- 
scheinlichkeit aus, den in Aussicht stehenden Gewinn zu erhalten. Dies führt 
zu folgendem Satze: 

2. Der Werth der Erwartung einer Person wird bestimmt durch das Pro- 
duct der ihr gflnsügen Wahrscheinlichkeit in den zu erwartenden Gewinn, 
oder durch, das Preduct des zu erwartenden Gewinnes in die Hoffnung, 
ihn zu erlangen. 

A hat die Hofaung, einw der Gewinne &i, &2, 6„ ..«, 6» zu er- 
langen. Die Wahrscheinlichkeit, den Gewinn Gi zu erlangen , ist pi, diejenige 
den Gewinn G2 zu erlangen, ist p^^ u. s. w«, diejenige den Gewinn G^ zu 
erlangen, ist ^«. Wie grols ist der Werth der Erwartung für A? 

Da A nur einen der Gewinae und jeden nur mit einer, bestimmten 
Wahrsbbeinlkhkeit erlangen kann^ so findet sich der Werth dßv Erwartung^ 
wenn man dM Qrundaatn (20 auf jeden einzelnen Fall anwendet und die 
Resultate zusammenzfihlt. Der gesuchte. Werth ist / . 

3. E = p^Gi']'P2G2^PiG^']'....'^PnG^ oder 

4. E=:^^p,G„, 

wenn in p^G^ allmfilig, aber gleichzeitig, 1, 2, 3, 4, .... n statt n gesetzt 
wird. Sind die Wahrscheinlichkeiten, die verschiedenen Gewinne' ztf erlangen, 
einender gleicU, so dafs pi=Pf=Pi = ....=Pn = p$ so ist 

'5.. E = p(€f,-{-ei^-iG^.,:.^e^ = p.2:^Gi,. 

SiAd die.Gewiiffe gleioh nnd 4iQ.Wa)tfMMi«Ucfakeit,. sie zn eräugen» ist ver- 
schieden, so ist aus (3. und 4.) 

6. E = (/>i+f^:l-F3---'M^ = G.2!^p^. 
In diesen Gleichungen kann Pi'\'P2'\'Pi'{'*'*^Pn nicht gröfser als die 
Einheit sein. Für gleiche Gewinne und gleiche Wahrscheinlichkeilen ist 

7.' E = npG. 
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Diese fileidmngm Imsm «ick «Qok noch auf eiae andere Art daratflleOi 
wenn nicht die WabrscheinlicUbailen gegeben »ind, Mndern die Zaiil. dei: Ftflei 
welflke die irtorseUeden^ Gewinne bringen. Bringen ri FsUe den Gewinn &i, 
r2 den Gewinn Ga^ n. & w.^ r„ Falle den Gewinn fiw, r« FAlle aber weder 
Gewinn boob Verlopt, ad iet der Werlb der Erwartung 

g ^ _ Zll^l^rnGn ^ r, G, +r, G,+r, G,+.. ..rn On . 

Wirft Jemand mit einem WArfel einmal, in der HolFnung sovielmal 
die Summe G zn treffen, als Puncte auf der obern Seite des geworfenen Wür- 
fels erscheinen, so findet sich der WerHi der Erwartung aus (5.), wenn 
p = ^ und Gi=^G^^ G2 = 2G, •... GQ=:eG gesetzt wird. Er ist 

Hat Jemand ein Loos einer ans 1000 Loosen bestehenden Lotterie, in 
welcher ein Gewinn von 10000 /*, einer von 5000/^ vier von 1000 /*, vier 
von 500/* und 600 Gewinne von 50/ enthalten sind, so ist der Werih seiner 
Erwwtäng nach (8.) 

« 10000+5000+4.10004-4.500+800.50 ^ ^, ^ 

a = jggg — / = 51/. 

Der Wertk der Erwarttmg wird auch mit dem Namen y^mathema^ 
jjli$ck$ HoffiMing^ bezeichnet und diese der jjmonMsehen^'' gegenflbevge^ 
steHt. Zv^ckfflfifeiger wflrde der Name yjobfeetivB Hogkm^^ sein; An^ lielbe 
sieh der Werth der Erwartung durch j,miulsrer Wertk ** oder „Dwrchitkmitte^ 
Werth^ bezeichnen. POr viele Falle pafet die Bettenung wmlüertr Wertk 
recht gut. 

Ans den obigen GrandsAtzen lAftt sich Folgendes weiter ziehen« 

In einer Urne ist eine Anzahl Kngein enthalten, mit den Zahlen 
i, 2, 8, . * . • tf bezeichnet. Die WahndmiiAebkelt, eine Engel mU den Zeichen 
1 zu treffen, ist /^i; diejenige, eine nH dem Zeichen 9 zu treffen, yps^ n. s» w. 
Mit dem Erscheinen der genannten Kugeln ist der Refte nach der ^i, A^^ 
^3 , • ... ^ J^^che Gewinn einer bestimmten Summe verbunden« In einer zweiten 
Urne iel eine andere Zahl von Engeln enthalten, welche die Zahlen 1, 12, 3,.... h 
haben. Die Wahrscheinlichkeiten , < diese Kngdln zn treffio , lind beziehlioh 
9ii ^2) 9s) •••• 969 nnd mit deren Eescheinen sind die 0^, 02) A39 •••• 
A^fadien Gewinne derselben Snnme verbundeo. Jemand zieht nm erst eine 
Engel; a|ie der «raten, da^n eine.aiip der zweifjwi^ l^lniye M.g^wiBitjo yief 



lils die läamme der aaf den gezogeneii Edgeltt «dfgeeeicilneteii ZtUen aas- 
drOckt. Wie grefs tet der Werth der Erwartong? 

Die Frage beantwortet ^cb, wenn stmAchst der Werlh der Erwartnog 
tfestimmt wird, der durch dias ffiehen einer Kugel aus der ersten Urse be^ 
dingt ist; dann derjenige, welcber dnriih das Ziehen einer Kugel aus^der awei* 
ten Urne sich ergiebt. Wird aus der ersten Urne gCEogen, so ist der Werth 
der Erwartung nach (3.) 

Wird aus der zweiten gezogen , so ist . 
Der gesuchte Werth ist demnach 

i 

Diese Schlufsweise Iftfst sich unter ähnlichen Bedingungen auf drei, 

4 

vier u. s. w. und g Urnen ausdehnen. Im letzten Fall ergiebt sich allgemein 
far den Werth der Erwartung : 

Die in (9. und 10.} gefundenen Gleichungen bleiben auch noch in Kraft, 
wenn die Ziehungen aus den verschiedenen Urnen nicht nach einander, sondern 
ßieieAzeUig gemacht werdien* Zugleich ist auch lacht zu sehen, dafe 3ie noch 
immer gelten, weifn nur eine Ur/ie vorhanden ist und unter den obigen Be- 
dingunjgen wiederholt aus ihr eine Kugel geflogen nnd nach der ZJehuig in 
die Urne zurOckgelegt wird. FOr diesen Fall werdejp :die Wahrscheinlich- 
keitea und Gewinne eioander gleich* Wird dann jiqial geMgeft) so iet Aa 
Werth der Erwartung 

11. M ^p:^^PaAa. 

Es sind zwei UiHeo vörhandeb. Die Bedingungen sind die nämlichen, 
wie die m (90* Jemand zi0ht ans jeder Urne eine Kng«l uni geydoent so*- 
vielmal' eine beMimmte Summe, da das Produkt der Zahlen anzeigt, welche 
auf dän erscfaienenett Kugeln geschrieben sind. Wie grofs ist der Werth 
aeifter ErwUrtnng? 

Der :WeHh der Erwartung, welcber aOB d«m Erscheinen einer Kugel 
Hufi der ersteb Urae £olgt^ ergiebt »ch aus (^)* Er i3t 

JBg S3S3' '«Ar^'sslli^a«»^. 

Auf jeden der in diesem Ausdrucke begt'iffenen Fille kann jede in del* zweiten 
Urne enthaltene, mit dev Zahlen 1, !^, 3, «• * • b besckriebmie 'Kugel ft^lgen. 
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Erscheint die Kugel mit dem Zeichen 1, so ist der Werth der Erwartung 
aus (3. und 1.) 

Erscheint die Kugel mit dem Zeichen 2, so ist der Werth der Erwartung 
nach (3. und 1.) 

u. s. w. Erscheint die Kugel mit dem Zeichen 6^ so ist der Werth der 
Erwartung^ aus dem nftmlichen Grunde, 

^6 = 9bBi,^^PaAa. 

Aus der Vereinigung dieser Ausdrücke ergiebt sich der Werth der Erwarlnug. 
Er ist 

12. E = S„~i p^Aa.^b^l Vb^i,. 

Auch wenn drei und mehr Urnen unter ähnlichen Bedingungen in Be- 
tracht kommen, bleibt die eben angegebene Schiufsfolge in Kraft. Bei ff Urnen 
ist der Werth der Erwartung 

13. E = 2fg—i Pa Aa • ^b^i ^6 B^.Sf^i r^ C7^ . . • • ^^si ^g Gg . 

Die gleichen Resultate finden sich , wenn die Ziehungen gleichzeitig geschehen. 

Die Resultate können noch mehr verallgemeinert werden , wenn man die 
Gleichungen (10. und 13.) mit einander verbindet. Der Werth der Erwartung 
ist dann 

wemi jPi, Fa, .... Fi\ £r^, G^y .... &i, u. s. w. die Ausdrficke sind, welche 
durch (13.) angedeutet werden. 

Es sind zwei Urnen vorhanden. Jemand zieht unter den obigen Be- 
dingungen eine Kugel; und zwar entweder aus der ersten, oder aus der zweiten 
Urne. Die der erscheinenden Kugel aufgeschriebene Zahl bestimmt die Gröfee 
des Gewinnes. Wie grofs ist der Werth der Erwartung? 

Wird aus der ersten Urne allein gezogen, so ist der Werth der 
Erwartung 

Et = S^p^Aa* 

Wird aus der zweiten allein gezogen, so ist derselbe 

Das Ziehen aus jeder Urne ist gleich möglich. Die Wahrscheinlichkeit, eine 
Kugei aus der einen oder der andern Urne zu ziehen, ist. daher ^. Demnach 

25 
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ist der gesuchte Werth der Erwarlang 

15. E = \2:^p,A,+iS,'^q,B,. 

Auch wenn unter ähnlichen Voraussetzungen drei und mehr Urnen vor- 
handen sind, bleibt die eben gemachte Schlufsfolge in Kraft. Es ist allgemein 
fOr tn Urnen: 

Auch diese Gleichung läfst sich nach dem Vorgangs von (4.) verallge^ 
meinern, nfimlich zu 

Sind die Werthe, die dem EintreiF^n der einzelnen FfiUe zugehören, 
Functionen irgend einer veränderlichen Gröfse« welche durch 

ausgedrQckt werden, so Ändert dies an der Schlufsfolge nicbla und ea ist aus 
(3.) oder (4.): 

18. E — SZiPafx,. 

Aus (10.) ergiebt 3ich dann 

19. E = X^i^pJ:v,+^iV^rn+-.2!^fnJmg. 

Diese Schlösse lassen sich noch weiter ausdehnen, und gelten auch noch, 
wenn unter fXa in (18.) eine zusammengesetzte Function, etwa wie fXa 
tst=:fVa'\-fWa^ verstanden wird. Ferner gelten sie, wenn statt der I)ezi6hlidi6a 
Wahrscheinlichkeiten die Zahl der Fflile, welche das Erscheinen einer Kugel 
und des jsügebörjgen Werthea bedingen, gegeben ist. Sind nnupi^ Psl% p^^**** Pd 
Vi 9 7)9 93 9 •••• ^hi u, fi.w« die Zahl der Ffille, so ergiejkt sieh. 9us (9.): 

^W- . ^ =• „««.a ' +— Z6^ 

-^fl=l Pa -^bssL fjb 

n. s. w. Hier können die unter JEA^ und ^0^ ü. s. w. begnlfenen Ffille auf 
jeden möglichen Werth, also auch auf und auf negative Gröfsen deuten. 
Werden die sich ergebenden Resultate negativ, so deuten sie auf Verlust 

In einer Urne sind eine Kugel, mit der Zahl 1, zwei Kugeln mit der 
Zahl 2, drei mit der Zahl 3, u. 6. w.^ m«it der Zahl m bezeichnet, enthalten. 

■ 

Jemand zieht pmal je eine Kugel aus der Urne und legt di« gesogMe Kugel 
in die Urne zurück. Er erhfilt jedesmal ao oft die Summe' £riauoi Getwiou, 
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als es Ae der «rscbeinenden Nummer aafj^sohridieiie Zahl anzeigt Wie grofs 
ist der Werth der ErwartuBg? 

Aus (tl.) oder (20.) ergfebi sich dieser Werlh durch Einfuhrung der 
angezeigten Werthe. Er ist 

*denn es sind in (dO.) statt pi^ p2^ Pa die Zahlen 1, 2, 3, i/i und 

statt Jii, ^2, .... Aa dieselben Zahlen zu setzen. Wird bei dem Erscfaeänen 
•Irgend einer Kugd nur der einfache Gewinn ausgezahlt, so ist der Werth 
der Erwartung unter diesen Bedingungen: 

E ^ p^-^G = p.G. 

Ist aber in der Urne nur eine Kugel mit jedem der Zeichen vorhanden, so 
ist der Werth der Erwartung 

Dies ist der Fall bei dem Wflrfelspiel, wenn 67 = 1 gesetzt wird. 
Es finden sich dann die Durchschnittswertha, welche bei diesem Spiele mit 
1, 2, 3) 4, ... . Würfeln geworfen werden können. Dieselben sind der Reihe 
nach i, 7, 10|, 14, 17^, 21, 24J, 38, 3H, 35^ .... 

In einer Urne befinden sich eine Kugel mit —m, eine mit -{-m, zwei 
nA ^(iyi_l) aa4 xw'ei mit -{-{m—l)^ drei mit —(in— 2) und drei mU -f-(»i~2) 
bezeichnet u. s. w.; endlich m-f-l Kugeln mit bezeichnet. Man zieht /?maL 
Wie grofs ist der Durchschnitlswerth fOr die den Kugeln aufgeschriebenen 
Nummern. Aus (20.) ergiebt sich durch Einfahrung der angezeigten Werthe 

w -. ' <>^ +(>^+*)0+— Tg— ^ 

$. 36. 

Die im Vorigen Paragraph enthaltenen Grundsätze gelten allgemein zur 
Bestimmung des Werths der Erwartung irgend einer betheiligten Person, und 
ohne RAeksicht auf die Art und Wbise , wie der zu erwartende G<ewinn er^ 
langt wird, oder auf die Ordnung, in welcher die Theilnehmer ihre Anspräche 
gehend machen können. Es liegt daher die Frage nahe : Hat die Ordnung, 
in welcher mehrere l^ersonen dazu gelangen, ihre Ansprache geltend zu machen, 
einen EinJRafs auJP den ^erfh der Erwartung, oder nicht? 

25* 
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Um diese Frage 20 ttoterradieii , gehen wir vom Folgenden ans* 
In einer Urne befinden sich n — 1 schwarse nnd eine weiAe Kuge|. 
Von n Personen Ai^ A^^ J39 .... A^ nimmt jede in der genannten Ordnung 
eine Kugel aus der Urne, ohne die Kugeln vorher sehen zu können. Wer 
die weifse Kugel zieht , gewinnt die darauf gesetzte Summe G. Wie grofs 
ist der Werth der Erwartung fflr die einzelnen Tbeilnehmer? 

Es können folgende Falle eintreten. Die weifse Kugel wird von A^^ 
oder von A2 « oder von A^^ . . . . , oder von A„ gezogen« FOr jeden einzelnen 
Fall mofs der Werth bestimmt und das erhaltene Resultat ndt den Obrigen 
verglichen werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafe Ai die w^se Kugel ziehen 

werde, ist — . Der Werth der Erwartung fflr Ai ist demnach 

n 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs A2 gerade die weifse Kugel ziehen werde, setzt 
voraus, dafs At sie nicht, sondern eine schwarze Kugel gezogen habe. Sie ist 

— . Der Werth der Erwartung hierfOr ist 



n w — 1 n 



MJJft = 



n 
Die Wahrscheinlichkeit, dafs gerade A^ die weifse Kogel ziehen werde, setzt 
voraus , dafs weder A^ noch Ai die weifse, sondern eine schwarze Kugel ge- 
zogen habe. Sie ist -^ ^j* _^ = — . Der Werth der Erwartong 

fflr A^ ist also 

MJJy = . 

n 

Diese Schlösse lassen sich fortsetzen. Die Wahrscheinlichkeit, dafs Ai 
gerade die weifse Kugel ziehen werde, beruht darauf, dafs keiner seiner Yorgfin* 

uer dieselbe gezogen hat und ist j-» 5 . . . . tiö- tt-t = — 

Der Werth der Erwartung ist also fflr Af,: 

Vi 

u. s. w. Die so eben gefundenen Resultate rechtfertigen demnach fönenden Satz. 

2. Soll ein Gewinn G durch Verloosung auf die genannte Weise eiger von 

den Personen A^^ ^29 A^^....A^ zugewiesen werden, so ist der Werth 

der Erwartung aller Tbeilnehmer vor dem Beginne der Verlopsang jfleick 

grofs. Sind aber sehen k Kugeln gezogen und ist die : fragliche Kugel 
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noch nicht erschienen ^ so ist der Werth der Erwartung fflr den Theil- 
nehmer im Angenblick, wo er zum Loosen gelangt, 

3. E = -^. 

n — k 

An die Stelle der Ordnung, in welcher die genannten Personen zum Loosen 
gelangen, kann jede andere gesetzt werden, ohne dafs sich die SchlQsse 
Andern, welche die Resultate (1. und 2.) geben* Dies fflhrt zu folgendem Satze: 

4. Soll ein Gewinn G auf die genannte Weise einer von n Personen durch 
Yerloosung zugewiesen werden, so ist die Ordnung, in welcher die 
Personen zum Loosen gelangen, gleichgültig. 

In einer Urne sind n — 2 schwarze und zwei mit 1 und 2 bezeichnete 
weifse Kugeln enthalten. Zwei. Gewinne G und H sollen unter die Personen 
J[i, A^j ^3 9 •••• ^n durchs Loos yertheilt werden. Wer die Kugel 1 zieht, 
erhalt den Gewinn G und wer die Kugel 2 zieht, den Gewinn H. Die Per- 
sonen kommen in der genannten Ordnung zum Ziehen. Jede zieht eine Ku- 
gel aus der Urne. Wie grofs ist der Werth der Erwartung fflr jede Person, 
vor der Ziehung? 

Es können folgende FfiUe eintreten: 
Die Gewinne fallen in der genannten Ordnung 

ä) auf die !*• und 2*% 1**^ und 3*% 1** und 4*% !'• und n'' Person, 

*) auf die 2'* und 3*% 2** und 4'*, 2'* und 5*% 2'* und n** Person, 

r) auf die S** und 4'% 3** und 5'% 3** und 6*% 3** und n*' Person, 

n) auf die (n— !)*• und n** Person. 

Die Ordnung, in welcher die Gewinne erscheinen, ist die umgekehrte, und 
die nämlichen Ffille treten wieder ein. 

Die obige Zusammenstellung um fafst alle möglichen Fälle. Sie stimmen 
mit den Zerstreuungen zweier Elemente in n Fächer aberein und sind deshalb 

ihrer Zahl nach und in einer bestimmten Ordnung, = ^ jT - Jeder Theil- 

nehmer kat die Aussicht, dafs sich in n — 1 Fällen das Loos gfinstig fflr ihn 
entscheide. Fflr jeden einzelnen Fall mufs daher der Werth seiner Erwartung 
bestimmt und alle diese Werthe mflssen zusammengezählt werden. Die Wahr- 
scheinlichkeiten in den einzelnen Fällen sind veränderlich, nach der Zahl der 
in der Urne zurflckbleibenden Kugeln und des darauf gesetzten Gewinnes. 
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Werden imn unter den genannten Toranssetsangen die Werlbe der 
Erwartungen bestimmt, so ergiebt sich für die in (a) aufgefflhrten Fille , welche 
den Werth der Erwartung für Ai in Beziehung auf den Gewinn G andeuten, 
nach (1. §. 35.) folgende Zusammenstellung: 

G H ^ G H 

n h — 1 H M-^l'' • 

6 fi — 2 fl GH 

n n — 1 H — 2 * ' .' n n — 1 ' 

1. < G w— 2 M— 3 H GH 

n n — 1 H — 2 n — o n n — 1' 



G n— 2 n — 3 n— 4 2 1» _ G H 

ir';;:=T*H— 2'w-3 • • • ^ jj^ ~ i:';^^* 

Wendet man die nämlichen Bemerkungen auf die unter (ß) angefahrten Fslle 
an, so erhalt man folgende Darstellung: 

n-2 GH GH 

n n — 1 n — 2 ^ n n — 1 ' 

n— 2 G « — 3 H G a 

N n — i w — 2 n — 3 n «i— 1 ' 

2. / M_2 G »—3 M— 4 H a a 

^* n — 1 H — 2 w — 3 w — 4 ' 7» n — 1' 

n — 2 G M--3 w— 4 2 1„ G H 

n W-— 1 M — 3 H — 3 3 2 n n — i 

Fär die unter (c) aufgefflhrten Fälle ergiebt ^ich: 

,,_2 n—3 GH GH 

I'«' Vi '' ' A * o ••••••••••**•'. 8t= ««*»•■« tili , 

n w — 1 n — 2 M— 3 n w — 1' 

n^2 n — 3 G m— 4 H _ G fl 

11 *w — 1« — 2'ii — 3*11^4 f*'ti_l' 

3. / H ^2 II---3 G n— 4 w~5 fl jß Ü 

n M — 1 n — 2 M — 3 w — 4 m--5 IT' n — 1' 



n—2 fl— 3 6 w— 4 w— 5 * * if ^ * 



» . * ' « 



n w-1 w-2 H-3 n— 4 3 2" ~ « n^ 

u. s. w. Fär den letzten Fall gilt die Bestimmung 

n—2 n — 3 n — 4 3 2 1^ „ G H 

n n — 1 n — 2 5 4 2^ n n — 1 
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Eriüb^inen diß Gewinne in nngekebrler Ordnoaf , so treten die unter (a^b, e,... n) 
anfgefObrten Fdle wieder eku Es ergeben sich die Ansdrflcke (1, 2, 3, 4, . . * .) ; 
jedoch mit dem Unterschiede^ dafs G an die Stelle ven JET tr^; und umgekehrt. 
Die Hoffnung von Ai auf den Gewinn G ist in (1 .) angegeben, n— 1 Ffille 
lipd fflr Ji günstige die sanuntlich ^nander gleich sind. Nun hezieht sich der 
Werth der Erwartung von Ax offenbar nur auf den Gewinn G, nicht auf H. 
Also ist letzterer auszuscheiden und das Resultat (n— l)mal zu nehmen. 
MitMn ist der Werth der Erwartung für Ai auf den Gewinn G: 

^^ = ;^^<**-'^^ = f • 

Dies gilt unmittelbar auch fQr A^ in Beziehung auf den Gewinn H, und der 
Werih der Erwartung von Ai ist in dieser Beziehung : 

Ai = — —.(n— 1). 

n(n — 1) ^ ^ 

Dar ganze Werth der Erwartung von ^i.ist also 

5 171 G I Ä 
iLi = • 

j M * W 

« t • • 

< * ■ « I * 

Auf ganz ähnliche Weise ergiebt sifih der Werlb der Erwartung ftr Jj. Nach 
(2.) sind n — 2 Etile fOr A gOostig, nach.Cl.) oor ein«r. Der Werth der 

f ff 

Erwartung von Ja auf den Gewinn G i6t ^ und auf den Gewinn £f, = — , 
folglich ist der Werth der Erwartung von J2 in Beziehung auf beide Gewinne : 

6 17t G I -ff 

Setzt Jtaan auf diese Weise die Schlufdfolgö fort, so ist der Werth der Er- 
wartung von Ai, in Beziehung auf beide Gewinnet 

Diese Resultate fahren zu folgendem Schiasse: 

S. Sollen zwei Gewinne G und H unter den oben genannten Bedingungen 
unter n Theilnehmer, die in einer vorgeschri^enen Ordnung zum Loose 
gelangen, vertheilt werden, so ist der Werth der Erwartung fär jeden 
Theilnehmer vor dem Beginn der YerlQpsung gleich grofs. 

Geht man von der vorgeschriebenen Ordnung auf eine andere über, so 
•todMt dies nichts in der Schlufsweise, folglich auch nicht das ResiiUat fQr den 
yffOtk A»r Srwartungd Dies giebt . folgenden Satz : 
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9. Sollen zwei Gewinne G und H durch das Loos aaf die oben angegebene 
Weise unter n TheUnehmer vertheilt werden, so ist die Ordnung, in 
welcher die Tbeilnehmer zum Loosen gelangen, gleicbgflltig» 

Sind k schwarze Kugeln erschienen, also noch n — k Kugeln nnd die 
Gewinne in der Urne zurück, so ist der Werth der Erwartung fflr jeden fol- 
genden Tbeilnehmer vor der Fortsetzung der Verloosung: 

10. £? = _^^_ff 

n — k * n — k 

Ist ein Gewinn, etwa G, erschienen, so ist derselbe 

n — * 

In einer Urne befinden sich n — 3 schwarze nnd drei mit 1, 2, 3 be- 
zeichnete weifse Kugeln. Drei Gewinne &i, 62, 63 sollen unter die Per-^ 
sonen ^1, Ai^ ^3, .... A^ durchs Loos vertheilt werden. Wer die Kugel 1 
zieht, erhftlt den Gewinn 6^; wer die Kugel 2 zieht, erhält G2\ wer die 
Kugel 3 zieht, erhftlt 63. Die Personen kommen in der genannten Ordnung 
zum Ziehen. Jede nimmt eine Kugel heraus. Wie grofs ist der Werth der 
Erwartung fOr jede Person vor der Ziehung? 

Die Gewinne können in folgender Ordnung erscheinen: 

Gi^ 6^2, C3; 625 ^zi fi^i» 

6^11 Gi^ 6^2; G^^ Gl, 6^21 

6^29 Gi^ 63; 63, fi^2l 6^1- 

Für jede Ordnung können folgende Fälle vorkommen: die Gewinne können fallen 
ä) auf die 1% 2** u. 3**; 1*% 2'* u. 4*'; 1*% 2** u, 5**; . . • . V% (n— 1)*% n'' Person, 
Ä) auf die 2*% 3'* u. 4** ; 2% 3** u. 5** ; 2*% 3** u. 6*% . . . . 2»% (n-1 )•% it** Person, 
c) auf die 3*% 4** u. 5** ; 3*% 4*' u. 6'' ; 3*% 4** u. 7»* ; , . . , 3% (n— 1 )% n** Person, 

fi) auf die (»—2)'% (n— !)'•, n** Person. 

Dieses Schema fallt mit den Zerstreuungen von drei Elementen in n Fächer 
zusammmen, und .gilt fflr jede einzelne Gewinn-Vertheilung. Demnach ist die 
Zahl aller möglichen Fälle, welche entstehen, 

— ^•^•'*- — Ol — 

Unter diesen Fällen kann jeder Tbeilnehmer 1 .2 /'*~{^^!^^^^ mal in 
Beziehung auf jeden einzelnen Gewinn ein fär sich gfinstiges Resultat erwarteik 



Weddet nua mm die Schlosse an ^ welob^ in (1. 2. 3. ....) a»ge« 
wendet vnirden, so ergeben sich folgende AasdrQeke: 

Gj 6, 6, 6, G, G, 

n V-^l'fi— 2 * n n— In— -Ä' 

fi G, M— 3 G, ^ fi g, 6, 

» 'w— l*w— 2*w— 3 H w— l'i»— 2' 

12. <G, G, n-3 H— 4 G, _ G.^..^..^ 
» H — 1 »— 2*w — 3*w— 4 * n n — 1 n — 2' 

ß »_3 »_4 „_5 2 11^^ «1 G, G, 

7;^-;p:i-;ii::2*;i=3 TT 2"*''*''=' ir*;j=I*;Pl' 

M— 3 _6^ _Gj^ _ej_ _ g, g, G, 

» *fi— i'»— 2'n— 3 » "»— l'»— 2' 

, w— 3 e. G, n—4 G, -3^.J?t.._^ 

n *n — l'w — 2*»— 3 '«—-4 ' n *« — 1*» — 2' 

13. <«-3 G, G. n— 4 «— 5 G, 6, 6, G, 
n n — 1 « — 2 n — 3 n — 4 n— 5 n n — 1 n — 2' 

M— 3 G, M-4 »»—5 2 11^^ 6, 6, G, 

» w— 1 w— 2 »—3 4 3 2^* n n—i »—2' 

fL. s. w. Endlich 

. . n — 3 n — 4 n — 5 n— 6 2 11^1^^ 6| G, G, 

14. • — j* n' Q "F^T* q""'i*o'^2'*'3 = — *• — h* — T?* 

n n — 1 n — 2 n — 3 543*2^ * n n—i »—2' 

Wfihlt man eine andere Ordnung der Gewinne &i, &2) G^^ so ist in (12. 
13. nnd 14.) die veränderte Ordnung einzufahren. Die flbrigen Gebilde bleiben 
unverändert. 

Um nun den Werth der Erwartung von Ai in Bezug auf den Gewinn 
Gl %a bestimmen, ist au bemericen, dafs Ai ihn in 1.2. | 2~ ^^1^^ 

er&alten Icann ; in welchen jedoch anfeer ihm noch zwei Theilnehmer sich in 
die Gewinne G2 und G^ theilen. Werden diese ausgeschieden , so ergiebt sieh 

-Auf gleiche Weise findet sieh der Werth der Erwartung von Ai in Beiiehnng 
auf die Gewinne €r2 und £^3, uAmlich: 

G C 

y, = ^ und gi = —' 

26 



Demach ist d«r Werth der Erwartang fOr Ai ia Bcsieluiiig anf alle die 

Dieses fahrt zur Bestimmang des Werths der Erwarlong fflr jeden andern Theil- 
nehmer. Es ist also der Werth der Erwartung ffir den Theilnehmer A^: 

15. Äj = ^+^4-^. 

Man gelangt demnach sofort zu dem Schlüsse, dafs auch in dem vorliegenden Fall 
der Werth der Erwartung für alle Theilnehmer vor der Verloosung gleich ist 
Daran knüpft sich die weitere Bemerkung, dafs auch hier die Ordnung, in 
welcher die Theilnehmer zum Loosen gelangen, gleichgültig ist. 

Die angegebene Entwicklungs weise ist, wie sich aus dem Gesagten leicht 
ergiebt, allgemein , und bleibt unverfindert dieselbe, wenn es auf die Vertbeilung 
von vier und mehreren Gewinnen unter n Personen ankommt. 

Sind daher die Gewinne £^i , £^29 ^39 • • • • G^ unter n Personen auf 
die obige Art durchs Loos zu vertheilen , und fragt man nach dem Werth der 
Erwartung fflr die einzelnen Theilnehmer vor der Verloosung, so ergiebt sich 
fflr jeden: 

16. E = ^1 + ^«+^»"*^^'' « 

wo r nicht gröfser als n sein kann. In der vorstehenden Gleichung liegt auch 
folgender Satz. 

17. Wenn r Gewinne unter n Personen durchs Loos vertheilt werden soI<- 
len, so ist die Ordnung, in welcher die einzelnen Spieler zum Loosen 
gelangen, ganz gleichgflltig. Denn der Werth der Erwartung bleibt nach 
(16.) unverfindert, welche Ordnung auch gewfihlt werden mag. 

Die gleichen Gesetze gelten bei Vertbeilung von Lasten durch das Loos. 
Dies beweiset, dafs das Verfahren, welches gewöhnlich bei Verthellnng von 
Gewinnen oder Lasten durch das Loos angewendet wird , ganz im Rechte be^ 
gfflndet ist. Man ist dabei einem nfitflriichen Gefühle gefolgt und richtig 
verfahren, ohne sich der Gründe klar bewufst zu sein : denn die vorstehenden 
Sfitze sind, so viel mir bekannt, noch nirgend mathematisch bewiesen worden; 
Sie sind, aber die Baupt** Grundlage für die Lehre von dem Werthe der Er- 
wartung; denn gerade die Berechnung der durohschnittlicben Werthe von n 
hoffenden Gütern gründet sich ganz auf die hier entwickelten Sfitze, und es 
ist nicht möglich, die Gröfse der mathematischen Hoffnung für irgend einen 
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TteUnehmer za ermitteln ^ wean nicfct eine bestiniiiite Ordnung feetgeMbst ist, 
oder bevor mmi niclit erwiesen hat, daüsi die Ordnung bei der VerlooBung 
gleidigflltig ist. 

Wenn mehrere der zu vertheilenden Gewinne einander gleich sind, 
Indern sich die obigen Satze nicht. Die Gleichung (16.) geht in folgende aber: 

18. E = ^1 ^1 +Pt G,+P8 G,>-> ■4'yrGr , 

wobei die Bedingung Pi'{'jh^Jh»'»*Pr^^ Statt findet. Sind k Ziehungen 
gemacht, ohne dafs ein Gewinn erschienen war, so Ändert sich natürlich der 
Werlk der Erwartung für die übrigen Theilnehmer und es ist für diesen Fall 
aus (18.): 

19 E = y> ^^ '^^^ ^t+Pz G, . . . .j-prGr 

Hier ist Pi-i-/^2 4'P3+ • • • • +l>r^»— *. 

Verschiedene Arten sind denkbar, Gewinne und Lasten durch das Loos 
Ctt verlheilen. Wir wollen folgende hervorheben. 

a. In eine Urne werden so viele verschiedene Nummern gelegt, als 
Theilnehmer vorhanden sind: in eine zweite Urne so viele Blfiltcfaen oder 
Zettel, als Gewinne vertheilt werden sollen. Auf Jedem Blattchen ist ein be-* 
atimmter Gewinn verzeichnet. Ist die Zahl der Gewinne kleiner als die Zahl 
der Theilnehmer, so werden so viele unbezeichnete oder mit bezeichnete 
Blfittchen (Nieten) hinzugethan, bis die Zahl der Theilnehmer erfüllt ist. Die 
Blättchen können zur Vorsieht verschlossen in die Urne gethan werden. Dar-- 
auf wird aus jeder Urne Je ein BIfittchen gleichzeitig gezogen, die Zahl und 
der zugehörige Treffer oder die Niete wird gelesen, und so fortgefahrra, bis 
aus beiden Urnen alle BIfittchen gezogen sind. 

b. Man bezeichnet auf verschiedene BIfittchen der Reihe nach die zu 
vertheilenden Gewinne und legt die BIfittchen verschlossen in die Urne, und 
eo Viele Nieten hinzu, bis die Zahl der Thnlnehmer wgfinzt ist. Nun werden 
der Beihe nach die Nummern, welche die Theilnehmer vertreten, angerufen, 
und bei odw vor jedem Aufrufe wird ein BIfittchen aus der Urne gezogen 
uul im letalen Falle geöffnet, wenn die Nummer gerufen ist. Daa Verfahren 
wird fortgesetzt, bis alle BIfittchen gezogen sind. 

c Man bringt in eine Urne, verschlossen, alle Nummern, welche die 
Theilnehmer vertreten. In eine zweite Urne legt man so viele BIfittchen als Ge- 
winne vertheilt werden sollen, mit den darauf veneiohneten Gewinnen; gleich« 

86» 
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falls verschlossm. Nan zieht nan ans jeder Urne ^eiciuseUig ein BlittAm, 
lieset die Nammer und den dazu gehörigen Gewinn ab, und fährt ro fort, 
bis alle Treffer gezogen sind und dadurch das Loos sämmtlicber Theünehm^ 
entschieden ist 

d. Man bringt in eine Urne^ verschlossen, alle Nummern, welche die 
Theilnehmer vertreten, ruft in einer bestimmten, oder in jeder beliebigen 
Ordnung, sämmtliche Treffer aus, und zieht gleichzeitig mit jedem Treffer eine 
Nummer, wodurch das Loos der Theilnehmer allmälig entschieden wird. 

Bei allen diesen Arten wird vorausgesetzt, dafs die in der Urne ent-* 
haltenen Blättchen wohl gemengt und bei jeder Ziehung durch einander ge* 
rattelt werden, und dafs natflriich äberall rechtlich und gewissenhaft verfah- 
ren werde. 

Die erste Art schützt wohl am meisten gegen Betrug ; besonders wenn 
gleichzeitig aus beiden Urnen Nummern gezogen werden und die Blättchea 
verschlossen in der Urne liegen. Diese Methode hat in sich selbst ihre Controle. 

Die Rechtlichkeit der drei letzten Methoden grOndet sich darauf, dafs 
bei dem Ziehen der Nummern aus einer Urne (nach der Lehre der Ver- 
letzungen, welche hier Anwendung findet) jede Zahl auf jeder einzelnen 
Stelle gleichvielmal erscheint; wodurch also die Anspräche eines jeden Theil- 
nehmers gesichert sind. Die beiden letzten Methoden ersparen bei einer gro(sen 
Anzahl von Loosen viel Zeit 

Diese Sätze hier stimmen mit denen (§• 5. und 6.) fiberein, und die 
hier und dort gefundenen ergänzen sich gegenseitig; denn mit den dort be- 
trachteten Fällen kann das Yertheilen von Gewinnen und also ein bestimmter 
Werth der Erwartung verbunden sein. 

§. 37. 

n Personen ^1, ^29 ^39 •••• -^n iracbten, in der genannten Reihen- 
folge und jeder mit einer besondern Wahrscheinlichkeit, ein Ereignifs heii)ei- 
zttf&hreia^ mit dessen Eintreffen ein Gewinn verbunden ist; und zwar A^ mit 
der Wahrscheinliehkeil a des Gelingens im einzelnen Fall, des Mifsiingens 
a = l--^.u in .q auf ^einander folgenden Versuchen; A^ mit einer Wahrschein* 
lichkeit des Gelingens b im einzelnen Falte snd des Mifsiingens ß^^^l — 6 in 
r Versuchen^ «UiS«. w.,'!^» mit einer Wahrscheinlichkeit n 4e$ Gelingens und 
des Mifsiingens,.!^ =^l-r^n in tr Versuchen. Gewinnt der Theilnehmer J| ein*- 
mal, 30 erhält er ^ den ; Gewinn £^1, A^ den Gewinn G,, n. s. w.. An den Ge^ 
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winn G^. Jeder Theilnehmer tritt pmA m die Rdhe, wenn nicht darch Er* 
scheinen eines Gewinnes die V^sncfae beendet werden. Wie grofs ist der 
Werth der Erwartung fQr jeden einzelnen Theilnehmer? 

Der Theilnehmer Ay kann entweder gerade im ersten , oder im zweiten, 
oder im dritten n. s. w., oder im 0en Y-ersuche in der ersten, zweiten, oder 
dritten u. s. w., oder in der /rten Reihenfolge gewinnen. In jedem einzelnen 
Falle erhalt er C?i . Die Möglichkeit gerade im zweiten , dritten Versuche u. s. w., 
«nd Oberhaupt in einem spfitem Versocbe.als dem ersten zu gewinnen, setzt 
voraus, dafs in keinem der vorhergehenden Versuche ein Gewinn erlangt wurde. 
Demnach ist der Werth der Erwartung ffir A^ in Beziehung auf die Versuche 
der ersten Reihenfolge (6. §. 35.) : 

Der Werth der Erwartung fflr Ax in Beziehung auf die Versuche .der zweiten 
Reihenfolge ist 

Der Werth der Erwartung für Ai in Beziehung auf die Versuche der dritten 
Reihenfolge ist 

= a^ß^'f"^ ...y^{l — a^) G, , 

u. s. w. Der Werth der Erwartung in Beziehung auf die Versuche der plen 
Reihenfolge ist 

JB|,p = a^'^ ß^^'^y^'>\ . . .yO>-i)^(^^ aa + «^«+ .... a'f'U)G, 

Werden diese Werthe vereinigt, so ergiebt sich für den Werth der Erwar- 
^ang von Äi in Beziehung auf sämmüiche Reihenfolgen : 

• • • ■ * » • • 

Auf ganz gleiche Weise ergiebt sich der Werth der Erwartung für A2 , wenn 
man erwägt, dafs ^Verdtiche dem Eintritt in die erste, 3^-f-r-f^-{- — -f-s 

iVenmche dm In die zWeitd u. 9. w.., endlich f^^rf (/?-^.l)(ir*f ^H^«-**^) ^^^ 
Biiitritt kl die pte Reihenfolge voeatisyegaageo aeia nfiaMn. Demnach ist der 
Werth der Erwartung von A2: 
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2. Ek = a'(l— /SOC« 

+ «^ /3"y^ . . . . »^ (1 — /?0 6^2 

+ 

-f- «w(/3y . . . . v«)P-* (1 — /90 ßj 

Setzt man diese Schlafsweise fort, so ergiebt sich fflr den Werth der Er* 
wartnng von A3: 

3. £?, = afß (1-y ) i_ «,^ry....... '«'s, 

u. s. w. Der fflr J, ist 

Ist p eine ziemlich grofse Zahl, oder werden die Reihenfolgen ins Unbestimmte 
fortgeführt, so kann {a''ß''y\...r^y^ als sehr klein, vernachlässigt werden. In 
diesem Fall gehen die AusdrQcke (1. bis 4.) in folgende Ober: 
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Vergleicht man die Werthe der Erwartungen fflr eine beschrankte (1 . bis 4.) 
oder für eine unbeschränkte Reihenfolge (5.) mit einander, so ergiebt sich 
folgender Ausdruck: 

0. mLi i E<i : Ej : • • • « JE„ 

und man wird anf ein beständiges VerfafiUnifs der Werthe der Erwartmigen der 
einsehen Theilnehmer ftat beachrinkta nnd unbeschrinkte ReihenfolgeB geHOhrL 
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Sind die Wahrscheinlichlieiten der einzelnen Theilnehmer, Gewinne and 
Zaiil der Versuche, gleicli grofs, so dals a=^bi = c = ....a^=ß=y = .. .. 
G =61^62 = Gz* • •• und ^ == r = « = ... . ist, so gehen die Gleichofl- 
gen (1. bis 4.) in eine andere Form fiber, die allgemein 

• « 

ist. Das Verhfiltnifs der Werthe der Erwartungen ffir die einzelnen Theil- 
nehmer wird dann 

8. E^.EkiE^i B^ = l:a^:a^:o^....a<— ^>^. 

Ist ^=1, so ergiebt sich aus (7.) die Formel 

9. jB* = aa^-'^p^^G. 

1 — a" 

Das Verhfiltnifs der Werthe der Erwartungen wird dann 

Diese Werthe stehen zu einander in dem Verhfiltnisse der Glieder einer geo- 
metrischen Proportion, deren erstes Glied die Eiidieit und deren Exponent die 
dem Eintreffen des Ereignisses ungOnstlge Wahrscheinlichkeit ist Diese Werthe 
nehmen ab. Die Gleichung (10.) gilt unter der Bedingung, dafs die Wahr- 
scheinlichkeit, im einzelnen Falle zu gewinnen, ffir jeden Theilnehmer unver- 
Sndert dieselbe bleibt. 

Die Vergleichung der in diesem und dem vorigen Paragraphen er- 
langten Resultate zeigt, dafs die Ordnung, in welcher die Theilnehmer zum 
lioosen gelangen, bei den in (10.) ausgedrfickten Bedingungen durchaus nicht 
gleichgültig ist, und dafs die früher eintretenden TheUnehmer Yor den spfiter 
eintretenden im Vortheil sind. Die Sfitze (§. 36.) gründen sich darauf, dafs 
die Wahrscheinlichkeiten der Theilnehmer, wenn sie zum Loosen gelangen, 
verfinderlich sind, wfihrend die Wahrscheinlichkeit für den einzelnen Theilnehmer 
bei (10.) unverändert bleibt. 

Die hier gefundenen Resultate lassen sich noch anderweitig untersuchen, 
und man kann fragen : wie müssen die Wahrscheinlichkeiten, oder wie die Zahl 
der Versuche, oder wie die ausgesetzten Gewinne beschaffen sein, damit die 
Werthe der Erwartungen fbr die einzelnen Theilnehmer gt^ch sind. Lfifst 
man die Zahl der Versuche und die Wahrscheinlichkeiten unverfindert und be- 
stimmt die 6r4fse der Gewinne, um gleiche Erwartungtwerthe zu haben, 'so ist 
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«y(l — V») "-* * • * • /j Y • • • • wCi— **) »t^f.... oi9( 1— »«) 
Lflfst man die Wahrscheinlichkeiten and Gewinne unverändert, so er- 
geben sich aus (1. bis 4.) foIgendiB Bestimmungen fQr die Zahl der Versuche, 
um gleiche Erwartungswerthe zu erlangen: 

log/* ' 

logy ' 

Bleiben die Zahl der Versuche und die Gewinne unverindert, so erge- 
ben sich folgende Wahrscheinlichkeiten fflr die einzelnen Theilnehmer , um zu 
gleichen Erwartungswerthen zu gelangen: 

«. ^=y(«-!S.^^), ,=y(££^m), »^(^ts^^^^ 

u. s.w. Die Gleichungen (13.) werden einfacher, wenn G = ^ji = 6^2 = 6''j 

= . • . . gesetzt wird. Alsdann ist 
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Wird hier ^==r = ^ = = 1 und a == ^ "" gesetzt , so sind die Wahr- 
scheinlichkeiten üj b, c,....^ welche den einzelnen Theilnehmern der Reihe 
nach zngehören, nm gleiche Erwartungswerthe zu erlangen: 

Dieses Ergebnifs fflhrt auf die Voraussetzungen, von welchen wir in (§. 36.) 
ausgingen und bestätigt die Richtigkeit der in beiden Paragraphen gefundenen 
Resultate. Eine diesen Gegenstand näher untersuchende Abhandlung findet sich 
im 2ten Bande der Abhandlungen der mathematisch -physikalischen Classe der 

Königlich - Bairischen Akademie. Manchen 1837. 

r 

•\ 

§. 38. 

Das Vertheilen der Gewinne durchs Loos setzt Beiträge der Theilneh- 
mer voraus, aus welchen die Gewinne genommen werden. Die Beiträge, durch 
welche man das Recht der Theilnahme an der Verloosung erlangt, sind nach 
der Natur des besondern Falles entweder gleich, oder verschieden: letzteres 
wenn sie ein Act der Willkflr sind; wie bei vielen Spielen. Die Beiträge 
heifsen Einlage, oder auch Eingatz. 

Die Einlage kann von den Theilnehmern vor der Verloosung erhoben 
werden, wie bei Lotterien aller Art, bei manchen Glücksspielen u. s. w., oder 
sie kann auch auf gegenseitige Verabredung bestimmt und erst nach der Ent- 
scheidung erhoben werden. Im ersten Falle tritt ein Staate eine Gesellschaft, 
oder eine einzelne Person, unter Gewährleistung, den Theilnehmern gegenüber; 
im zweiten Falle vereinigen sieh zwei oder mehrere Personen, unter gegen- 
seitiger Verpflichtung, im Falle des Verlierens die bedungene Summe aus- 
zuzahlen; wie bei Wetten, bei Unt.erhaltungs- und Gesellschaftsspielen u. s. w. 

In allen diesen Fällen mufs der Wertb der Einlage auf einer richtigen 
Grandlage beruhen. Dies wird dann der Fall sein, wenn der einzelne Theil- 
nehmer durchschinttlich so vi^ Gewinn zu hoffen hat^ als er bdträgt 

Daraus ergiebt sich folgender hierher gehörige Grundsatz: 

1. Die Einlage mufs dem Werthe der Erwartung gleich sein; und um- 
gekehrt. 

Bezeichnen wir die Gröfse der Einlage durch B, bo läfst sich der 
Satz durch 

2. B = E 

27 
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ausdräcken. Wird damit der SatE (2. %. 35.) verbanden, so erhfilt aian 

3. Ä = IT© = ^; 
wo m die Zahl der gänstigen and y die aller möglichen Fälle bezeichnet. 

* 

Der Werth der Einlage hangt also von dem za eriangenden Gewinn 
und der Wahrscheinlichkeit ihn za treffen ab. Wenden wir jetzt den Satz (3.) 
auf verschiedene Fälle an, so ergiebt sich die Vergleichung 

Die Einlagen zweier Personen stehen demnach zu einander in zusammenge- 
setztem Verhältnisse der zu erwartenden Gewinne und der Wahrscheinlichkeiten, 
sie zu erlangen. Haben die Wahrscheinlichkeiten Wi und tV2 gleiche Nenner, 
so fallen dieselben aus der Vergleichung weg. Bezeichnet man die Zähler 
durch mi und ni2^ so geht (4.) in 

5. BiiBz = miGi:m2G2 über 
Diese Sätze lassen sich leicht ins Allgemeine ausdehnen, und es ist 

6. Bi : B2 : B3 : • . . B„ = u^^ 6r^ : u^2 ^2 • ^3 ^3 • • • • w?« ^n 

7. Bii Bi-\' B2'\- B3 . . . . Bj,^i -j- Bj^^i . . . . Ä„ 

= Wj,G^:wiGi'\-W2G2'\- ti^ik^i Cfc-i + t^t+i C^i w^G^ 

= «»t G^;^: tili G^i-j- 7/^26^2+ ^'•ik-ifi^Ä-i+wt+iGjt+i .... »•„©„, 

a Bj,:2ZiB„ = WiGki^^^WnG^ = mi^G^z^^m^G^. 

Vereinigen sich zwei Personen zum Spiele, so verlangt die Billigkeit, 
dafs der Werth ihrer Erwartung vor dem Beginne des Spiels gleich sei. Hier- 
aus ergiebt sidi leicht der Satz (2. §. 35.), nemlich 

9* ^iGi = W2G2* 
Dieser Satz läfst sich leicht weiter ausdehnen und es ist 

10. WxGi t=s W2G2 = ta^Gi = WnGn^ 

Der Satz {9.) gib auch noch, wenn eine von beidra Personen als Represen- 
tant von mehreren Theilnehmem betrachtet wird. Die Betrachtangs -Art wird 
dadurch nicht geändert. Es ist aus (9J) 

Aus (10.) folgt 

12. G^iGj, == w^iWi = m^im^^ 
wenn die Wahrscheinlichkeiten Wj^ und w^ gleiche Nenner haben und mj, and m^ 
deren Zähler bezeichnen. Ist in <ler Gleichung (8.) Bi = ^82 = i's • • • • = ^n9 
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80 geht sie in folgende Ober: 

13. l:n = u>^Gu^.SZ>nG, = m,G,:2::^m,9„. 

Es giebt Fälle, auf welche der Satz (12.) keine Anwendung findet; 
namentlich, wo eine bestimmte Reihenfolge eingehalten wird, mit welcher ein 
bestimmter Vortheil verbunden ist. Da aber dieser Vortheil der Reihe nach 
an Jeden kommt, so gleicht er sich wieder aus, und es bleibt den einzelnen 
Personen überlassen, ob sie unter solchen Verhaltnissen in eine derartige Ver- 
bindung treten wollen. Bei Spielen mit Spielhaltern (Banquiers) ist dies auch 
der Fall. Es kann dies die Richtigkeit obiger Sätze nicht entkräften. 

Aus der Gleichung (3.) ergiebt sich leicht 

14. C = ^ = 1:^. 

w m 

Diese Gleichung zeigt, wie aus der Einlage und der WahrscheinUchkeit zu 

gewinnen die Gröfse des zu erlangenden Gewinnes abgeleitet werden kann. 

Statt der Wahrscheinlichkeit kann auch das Verhältnifs zwischen der Zahl der 

gfinstigen Fälle und der aller möglichen Fälle gegeben sein. Ferner ergiebt 

sich hieraus 

15. B:G = m:g = tr:l. 

Die Einlage verhält sich also zum Gewinne, wie die Zahl der gansligen Fälle 

zur Zahl der möglichen, oder wie die zugehörige Wahrscheinlichkdt zur Einheit. 

Spielen zwei Personen, deren eine vor dem Beginn des Spieles eine 
Einlage macht, die andere nach der Entscheidung den Gewinn aus^ozablen 
hat, so wird die Gröfse der auszuzahlenden Summe durch (14. oder 15.) bestimmt. 

Aus (3.) ergiebt sich endlich auch die Gleichung 

16. u? = -g.. 

Sie zeigt, wie aus der Einlage und dem zu erwartenden Gewinne die zuge- 
hörige Wahrscheinlichkeit gefunden wird. 

§.39. 
Sind die Einlagen gemacht und erfolgt nun die Vertheilung der Gewinne 
dor^ das Loos, so wird dem Gewinner die ihm gehörige Summe zugestellt. 
In dieser Summe ist die Einlage mitbegriffen. «Zieht man die Einlage von 
der erhaltenen oder zu eriangenden Summe ab, so erhält man eine Grölse, 
die wir „reinen Gewinn '* nennen nnd durch R beseichnen wollen. Dies giebt 
die Gleichung 

1. R =.G^B. 

27» 
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Ist R eine positive Gröfse, so ^t die Gleichung in der vorstehenden Form 
und bezeichnet einen Yortheil. Wird aber der Werlh von R negativ, so ist 

2. Ä = B-G, 
welches auf Nachtheil deutet Wird A = 0, so ist 

3. = G—B oder G ^ B. 
Es findet dann weder Yortheil noch Nachtheil Statt. Führen wir aus (3. §. 38.) 
den Werth ffir B in (1.) ein, so erhalten wir die Gleichung 

.4. R = G—wG = {\—w)G. 
Da nun 1 — w die dem Eintreffen eines Ereignisses entgegengesetzte Wahr- 
scheinlichkeit (5. §. 3.) bedeutet, so ergiebt sich, wenn wir dieselbe durch 
ti^i bezeichnen, aus (4.): 

5. Ä = WyG. 

Die Gröfse des zu erwartenden reinen Gewinnes wird demnach durch das 
Product aus dem Gesammtgewinne G in die dem Eintreffen des bezflglichen 
Ereignisses entgegengesetzte Wahrscheinlichkeit bestimmt. 

Zerlegen wir nun die dem Eintreffen eines Ereignisses entgegengesetzte 
Wahrscheinlichkeit in ihre Bestandtheile und nennen die Zahl der ungänsligen 
Fälle n, die Zahl aller möglichen Fälle, wie in (3. $. 38.), q^ so geht (5.) in 

6. Ä = -G 

oder in 

7. Ä:6r == n\q = tOi'A über. 

Der reine Gewinn verhfilt sich also zum Gesammtgewinne, wie die Zahl dw dem 

Eintreffen des Ereignisses ungünstigen Fülle zu der Zahl aller möglichen FüUe, 

oder wie die dem Eintreffen ungünstige Wahrscheinlichkeit zur Einheit. 

Aus (5. und 6.) ergiebt sich folgende Zusammenstellung: 

8. Ri:R2 = WzGiiWiGi = nGiimGi. 

Wird der Werth von G aus (14. §. 38.) in (1.) gesetzt, so erhfilt man 

9, Ä = ^-B = i^Ii^Ä =^B ==^ ^B. 

to w tv m 

Hier bezeichnet w die günstige und Wi die entgegengesetzte Wahrscheinlich- 
keit, m die Anzahl der günstigen , n die der ungünstigen Fülle. Es folgt daraus 

10. • iS:0 = Wi'.w = n:m. 
Die Ausdrücke (9. und 10.) zagen den Zusammenhang zwischen der Einlage 
und dem reinen Gewinn, der günstigen und der ungünstig«! Wahrscheinlich- 
keit. Nach (10.) verhalt sich der reine Gewinn zur Einlage, wie die ungün- 
stige zur günstigen Wahrscheinlichkeit, oder wie die Zahl der günstigen zu der 
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der angfliutigeii FAlle. Aas (5. und 6.) ergiebt sidi 

11. G = ^ = ^'R. 

Aas (10.) ergiebt sich 

4A «% 10. Jt m.Jt 

14. MM = = ' • 

w^ n 

Hieraus lAfst sieb die GrOfse der Einlage fOr einen bestimmten reinen Gewinn 
ableiten. 

Wenn zwei Personen Ai , A2 mit den besieUichen Wahrscheinlichkeiten 
Wg und t02 9 die sich zur Einheit ergänzen, keine Einlage machen, sondern 
sich gegenseitig verpflichten, den reinen Gewinn einander nach der Entschei- 
dung auszuzahlen, so ergiebt sich leicht der Satz, dafs die zu erwartenden 
reinen Gewinne umgekehrt sich verhalten wie die Wahrscheinlichkeiten, die Ge- 
winne zu erlangen, oder umgekehrt wie die Zahl der entsprechenden gflnstigen 
Ffille; denn es ist billig, dafs eine desto gröfsere Summe an den Gegner ent- 
richtet werde, je kleiner die Zahl der dem Gegner günstigen Ffille ist, und 
dafs umgekehrt der Gegner eine um so geringere Summe zahle, je hfiufiger 
die Gelegenheit zu verlieren vorkommt. Bezeichnet man die reinen Gewinne 
durch iS|, As und die Zahl der gOnstigen Ffille durch »ii, »12, so ergiebt sich 

13. RiiRz = W2:w^ = n^imi. 
Dieser Satz ffillt mit dem in (10.) zusammen, wenn man letztern auf den vor- 
liegenden speciellen Fall anwendet. Es wird die Einlage, welche Ay zu zahlen 
hat, zum reinen Gewinn ^fOr A2 ; und umgekehrt. Dies rechtfertigt zugleich die 
Schltlsse oben in (18.). 

Bei Lotterien, Spielen u. dergl. wird gegen eine bestimmte Einlage B 
im glficklichen Falle ein bestimmter Gewinn jS' ausgezahlt. Die Gröfse dieses 
Gewinnes ist in (14. $. 38.) angegeben. Vergleicht man diesen Gewinn mit 
der ausgezahlten Summe, so ergiebt sich 

14. F=^-Ä 

w 

Ist — gröfser als S, so ergiebt sich ein Abzug ffir den Gewinner oder ein 
Vortheil ffir den Unternehmer der Lotterie oder den Spielhalter, folglich ein 
Nachtheil für den Gewinner. Ist j9 gröfser als — , so ist der Gewinner im 

Vortheil. Ist — gröfser als S, so Ififst sich aus (14.) die Gröfse des Vor- 
theib P fflr den Unternehmer bestimmen. Zu dem Ende ist die Gleichung (14.) 
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durch (14. $. 38.) za dmdiren. Demaach ist 

15. P=l_i^=.l-^. 

Hier ist die Gröfse des Yortheils als Theil der Einheit angegeben. Führt man 
sie auf 100 zurflck, so erhalt man sie in Procenten ausgedrückt. Es ist 

16. P= 100(1-^). 

Einfacher werden diese Bestimmungen , wenn man die Einlage B auch 
als Einheit annimmt. D^nn geht (15. und 16.) über in 

17. P = 1—wS und 

18. P =100(1— tiT«). 

Der muthmafslicheVortbeil, der auf Jemandes Seite fällt, kann auf folgende 
Weise bestimmt werden. Die Einlage sei, wie bisher, B; die für das Ge- 
winnen bestimmte Summe sei tB; die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen sei tr. 
Nach (2. §. 35.) ist der Werth der Erwartung oder der muthmafsliche Gewinn 
wtB. Der hieraus erwachsende Vortheil ist 

19. V=wtB — B. 

In diesem Falle mufs wtB gröfser als B, oder wt gröfser als die Einheit 
sein. Ein Nachtheil entsteht, wenn 

20. N=B — wtB 

eine positive Gröfse, oder wenn die Einlage gröfser ist als wtB oder als 
der Werth des muthmafslichen Gewinnes. Weder Nachtheil noch Vortheil findet 
Statt, wenn 

21. = B — wtB ist. 

Der Vortheil zwischen zwei Personen Äi und A^ kann auch durch die 
Gröfse des reinen Gewinnes bestimmt werden. Betragt der reine Gewinnt von 
A^ das Ax fache der Einlage B und der von A^ das A:2 fache derselben Ein- 
lage, und sind die Wahrscheinlichkeiten, diese Gewinne zu erlangen, Wi und w^^ 
so ist der muthmafsliche Gewinn von A^ = w^kiB^ der von An s=s w^k^B 
und es findet auf keiner Seite Vortheil Statt, wenn 

22. w^k^B — w^k^B = 
ist. Der Vortheil für Ai wird durch 

23. Vy = WxkiB — Wik^ß, 
der Vortheil für A2 durch 

24. F, *= Wik^B-^WtkiB 
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ausgedrtdiL Ergebea sidi negative Werthe, so gA\ der Vorlhdl in Nach- 
tfaeil tkber. 

Aaf gleidie Weise ergeben sich diese Bestimmungen, wenn der Ge^ 
sammtgevrinn zu Grund gelegt wird. Bezeichnet man diesdhen durch Si und 
iSti, so ist der Vortheil fOr Ai: 

25. F, = w,S, — W2S2, 
und der Vortheil fflr A2: 

26- Fj = tr^Äi— t^iÄi. 
Die Gleichungen (25. und 26.) gelten auch , wenn 81=^82^ oder wenn 
^i'\'^2<ii ist; wie es bei der relativen Wahrscheinlichkeit yorkommt. Setzt 



man nfimlich Wi = —^ und W2 = -^^ so dafs «Wi-f-iwa^y ist, so deutet Wi 

die Zahl der fflr Ai und 012 die Zahl der fQr A2 gflnstigen FiUe an. Efimen 
nur mi4-»»2 FiUe, in welchen der Gewinn entschieden wird, in Betracht, so 

wäre der Werth der Erwartung = — r — ^^i ^ A nnd = — ^ — -Äj fflr J2- 

Es kommen aber q Fälle in Betracht, unter welchen nur mi-^-n^ die Ent- 
scheidung geben. Man hat daher die Entscheidung von mi-^-niz auf q Ffille 

zu übertragen. Der Gewinn wird also in beiden Fallen nur ^' "^^ mal vor- 
kommen. Demnach ist der fflr Ai zu erwartende Gewinn 

der Gewinn ffir Ao aber 



P2 = — ^ — i?l±^.Äf = ^82. 



Also ist der Vortheil für A^: 



iti« £>i m« 



27. Fl = ^.Sr.-^.Äj, 

9 9 

und fQr jfli: 

28. F2 = ^.«i-^.Ä,. 

9 9 

Die Gldchongen (25. ood 27., 26. and 28.) stimmen flbemn. 

§. 40. 
Die in den beiden vorigen Paragraphen yeraeidmeten Gleiehnogen sind 
vielfadier Anwendoiigen fähig. Der YerdentlichDng wegen, und am dies m 
xejgen, sollen hier einige besondere Fidle tfOrtert vrerdea. 
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Zwei Personen Ai und A^ s{Helen mit einander mit drei Wflrfeln. Ai 
übernimmt gegenüber von Az^ jede Nummer, die geworfen werden wird, mit 
der gehörigen Summe zn besetzen. A2 darf irgend eine oder mebrere aus- 
wAhlen , die er jede mit einer bestimmten Summe besetzt. Wird eine von Ai 
besetzte Nummer geworfen, so gewinnt ^2? und^i mufs den darauf geordneten 
Gewinn zahlen. Wird die von A2 besetzte Nummer nicht geworfen, so er- 
halt Ai die von A2 ausgesetzte Summe. Welches ist die Gröfse des jeder 
Nummer zugeordneten Gesammtgewinnes oder des reinen Gewinnes? 

Die Nummern, welche mit den Würfeln geworfen werden können, sind 
3, 4, 5, ....18. Die Wahrscheinlichkeiten für das Erscheinen dieser Zahlen 
ergeben sich aus (1. §. 13.). Daraus findet sich die Zahl der Falle, wie oft 
diese Nummern geworfen werden können. Nun können die Einlagen auf jede 
Zahl beliebig gemacht werden. Wir nehmen zwei Ffille an. In dem einen 
soll die Einlage der Zahl der günstigen Fälle gleich sein, im andern die Ein- 
heit als Einlage auf jede Nummer gelten. Bei Bestimmung des Gesammtge- 
winnes kommt die Gleichung (14. §. 38.), bei der des reinen Gewinnes die 
Gleichung (9. §.39.) zur Anwendung. Daraus ergeben sich folgende Tafeln: 



1. Nummer 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


Zahl der Würfe. . . 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


25 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


3 


1 


^Gröfse der Einlage 


i 


3 


6 


10 


15 


21 


25 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


3 


1 


Gewinn sammtEinlage 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


216 


Reiner Gewinn. . . 


215 


213 


210 


206 


201 


195 


191 


189 


189 


191 


195 


201 


206 


206 


213 


215 



2. Nummer 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


Zahl der Werthe . . 


1 


3 


6 


10 


15 


21 


25 


27 


27 


25 


21 


15 


10 


6 


3 


1 


Gröfse der Einlage 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


Gewinn nebst Einlage 


216 


72 


36 


2*4 


14* 


10* 


8« 


8 


8 


8« 


10* 


14* 


21* 


36 


72 


216 


Reiner Gewinn . . . 


215 


71 


35 


20* 


13* 


H 


m 


7 


7 


m 


9* 


13* 


20* 


35 


71 


215 



Diese Tafeln gelten far zwei Spieler unter den obigen Bedingungen. 
Dabei kann eine und dieselbe Person mehrere Gegner haben; wie die. Spiel- 
halter odw die sogenannten Banken. Jede Person ist mit dem Spielhalter 
zusammen ein far sich bestehendes Paar. Sollte nun Jemand die Nummern 
8, 9, 10, 11, 12, 13 als für sieh gewinnend ansprechen, so hatte er als reinen 
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fiewiim ^^ der Einlage m eirwarteB; wie sich aos (9. $. 860 ^giebt. Zn 
ieiw^lben Berallat führt (14. $. 3a). 

ZntfAge der beiden obigen Tafeln hat keiner der beiden Oegn« einen 
Vortbeil vor dem andern. Dies ist aber bei Banken nicht der Fall, sondern 
ihre Einrichtnng ist gewöhnlich so^ dafs ein Yortheil auf die Seite des Unter- 
iciimiBrs fallt; nikd dieser Vortheil ist oft ziemlich bedeutend; wie z. B. bei den 
Wfirfeltisbhen^ die man zu Zeiten auf den Markten oder Messen siebt. Als 
ErUtaterung nu^^ die Einrichtong des Lottospiels dienen. 

Nach dem Königl. Baierischen Lottokalender yom Jahre 1889 wird die 
Einlage dem Gewinner 

15 mal für einen unbeatimniteii Anszng^ 
75 - - - beslimmten Ansang , 
270 - - eine nnbestifDinte Ambe, 
5100 * -> - bestimmte Aiafae, 
5400 - - - Terne, 
60000 - - - Qaaterne 
aasgezahlt. Die Wahrscheinlichkeiten, einen Auszngi^ eine Ambe, Terne und 
Qaaterne zn treffen, ergeben sich, wenn in der Gleichung (1. §. 5.) statt /i^, 
/72, nti nnd nh allmalig ihre Werthe gesetzt werden. Sie sind der Reihe nach 
1^9 tIt) TrfrT) ttiVtt- Die Wahrsiriieinlichkeit, einen bestimmten Auszug 
M treiM, ist tV^ ^^ ^^ bestinunte Ambe zn Irefen ^o^^^Wnr- Nach 
(14. $. 36.) sollte die Einlage dem Gewinner 

18 mal fttr enen unbestimmten Anszag, 
90 - - •* bestimmten Anszug, 
400^ *- - eine unbestimmte Ambe, 
8010 - - *- bestimmte Ambe, 
11748 - - - Terne, 
511088 ^ ^ * Quaterne 
ansgenahk werdM; statt nach dem obigen Sckema. Die Bank des Königl. 

Lettos{»els hat also nach (17. $* 39.) folgraden Gewinn: 
Von einem unbestimmten Auszog 1~ ^ = 0,1666...., 

bestimmten Auszog 1*^ ff ^=^ 0,1666...., ' 
-* einer aBbestimmleii Ambe 1— Vvr =»= 0,3£584...., 
- - bestknmten Ambe « 1- iM^ =^0,36329...., 

- Teme . . 1— AWW =^0,54034...., 

- Quaterne .... 1 — sViWs = 0,88W9....; 

28 



SIS 



wenn die Eiidafe war fimMt aDgeBomoieii wM« Sie luit also yon elleii Bin-»* 
lagen, auf nnbestiinmte and bestimmte AussAge lOf , aaf unbestiicinite AoübM 
33|, auf b^fitiinilite 36^ auf Temen 54, auf Qaatenien 68 Preeent nnd noch 
etwas mehr Gewinn. 

Nach Lwroia^ Wahrschetnlichkeitsreobnung (§« 66.) wird in der Lotterie 
von Frankreich der unbestimmte Auszug mit der Idfaohen, der bestinunte mit 
der TQfadbiei, die unbestimmte Ambe mit der 270rachen, die bestimmte mit der 
5100fachen, die Terne mit der dSOOfachea, die Qoaterne mit der 75000flwfaen, 
die Qainterne mit der 1 000 OOOfachen Einlage beeahlt. Daraas aigeben sich 
folgende Abzüge: 

Von dem unliestimmteB Auszug 1~ 



- der 



bestimmten Auszug 1— 

unbestimmten Ambe 1— ^ 

- bestimmiteB Ambe . 1 — 

- Terne 1 — 

- Quaterne . • . . 1 — 
•* Quinteme .... 

Mehreres hierüber wird spSter folgen. 



u 

TUT 



0,1666....) 

V^iiiiiH • • • . , 

0,32548...., 
0,36329...., 
0,53183...., 
0,85324...., 
0,97724.... 



§. 41. 

Biftier w^rd^ die Beziehung zwiseiien Einlage und Oewiao .belraehtai 
Wir wenden uns nun zur Untersuchung des Verhiltnissee des Wertfas dtor £t-» 
Wartung zu der Art^ die au wagende Sonme auszosetzen. 

A will die SumoM rB wagen. Die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen 
ist w, die zu verlieren tci^szi — w. So oft Ji gewinnt, bekommt er die 
^ache Einlage als reinen Gewinn« Soll A die Summe rB in einem Ver- 
suche, soll er sie in r hintereinander folgenden, oder in gleichzeitigen Versuchen 
wagen, so dafs in jedem einzelnen Versuche die Summe B eingesetzt wird? 
. . o. A .wagt die Saaune rB in ehmm Versnebe. Gawimi er^ so w^ 
hält er die Smnme ^.r0. Der Werth aeinea Erwartung iat nach (2. §« 35.) 

1. E=zw.qrB. 

b. Die genannte Summe wirid auf r Versnobe yertheilt und bei jedem 
B gesetzL JBa können folgende Fdle voekamaMii: A gewimit in aUen Ver- 
suchen, oder in r— 1, ^— 9« •••« 2, oder. in i Versocie: der Werth der 
Erwartung ist für die einMlnen Fdlie zu bestimmen und die Resultate sind 
zusammenzuzltiUett. 
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I 

I>i6 Wahrseheiiiiich&iM, in mMm Versacbmi to gewinnen, ist uf. In 
d)Mem PftHe gewirat er r^A Der Werth der Erwnrtang ij^t älao 

E, = tä^rqB. 

Die Wahrscheinlichkeit, in r — 1 Versuchen zu gewinnen, setzt voraus, 
äafs A einmal verliere. Die Wahrscheinlichkeit dafOr ist r.w'^^Wi. ^^ clie- 
dem Falle wird er (r— l)^!! gewinnen. DerWerth der Erwartung ist demnach 

Die Wahrscheinlichkeit, in r — 2 Versuchen zu gewinnen, hlfst zu, dafs das 
entgegengesetzte Ereignifs zweimal eintrete. Die WahracheinMchkeit dafür ist 

^^^Y^W^^wl. In diesem Falle gewinnt A, {r — 2)qB. Der Werlh der 

Erwartung ist abo 

Werden diese Schlüsse fortgesetzt, so ergiebt sich für den Gesammtwerth der 
Erwartdog: 

E^rw'qB-\^rS^.w^^w,qB'\-rS^:=^^ 

(r-^i)(r-2)(r-3) .^^.^^p , 
.» -fr* 1 2 3 '^ w^y^T 



ryB.tr[ii.-H^«^'^«'i + ^i^'--^'^«^H • • • • 



(r— 1)'-2M (,^i)r-ii«i -. 



Dh die emgeickunnerte Reilie mit dem Binomtum {w'\'W^y^^ts=z\ znsammen^ 
fallt , so geht der vorliegende Ausdruck in folgenden ftber i 

a. Ef = wrqB. 

Das Gleiche ergiebt sich , wenn die Versuche gleichzeitig gemacht werden. Die 

Vergleiobiing von (1. und 2.) glebt daher, in Verbindung mit der eben aus- 

sprochenen Bemerkung, folgenden Satz. 

;. 3« Der Werlh der Erwartung oder objeetiven Hoftrang bleibt derselbe,* man 
mag eine Summe in mnem Versuche wagen, oder ^uf mehrere gleiche 
vertheilen , wenn die Wahrscheinlichkeit zu gewinnen in den einzelnen 

Versuchen gleich bleibt. ' 

...... 

Hierher gehört auch die Untersuchimg des folgenden Problems. 

28» 



980 

In einer Urne sind m Kn^Io Mthalten, aüt den ZaUea 1, 2, 3, .... m 
bezeichnet. Es werden p Kugeln nach einander gezogen und nach 4er ZiduMg 
zusammen in die Urne zurückgelegt. Jede Zahl kann mit einer gewissen Summe 
besetzt werden. Erscheint die besetzte Zahl unter den gezogenen Engeln, so 
wird die eingesetzte Summe f^mal als reiner Gewinn bezahlt. A will die 
Summe rB wagen. Soll er sie auf eine Zahl setzen, oder auf tnehrere Zahlen 
derselben Ziehung vertheilon, so dafs jede Zahl mit B besetzt wird? 

Auch hier sind die beiden oben angefahrten FfiUe zu untersuchen. 

a. A setzt die Summe rB auf eine Zahl. Er erhalt im gflnstigen 
Falle qrB. Die Wahrscheinlichkeit, dafs die besetzte Zahl unter p gezoge- 
nen erscheinen werde, ist nach (1. §.5.) ' ^ Il\li = — • Demnach ist 

der Werth der Erwartung 

4. E = ^^rqB. 

b. Die Summe B wird auf r Zahlen vertheilt. Es können daher r, 
oder r — 1, oder r — 2, ...., oder 2, oder 1 von den besetzten Zahlen 
erscheinen. Die Gewinne, welche in diesem Fall erlangt werden, sind ry0, 

{r—\)qB, {r — 2)qB, 2y£, qB. Die Wahrscheinlichkeiten, dafs r, 

r — 1, r — 2, r — 3, 3, 2, 1 von den besetzten Zahlen erscheinen wer- 
den, ergeben sich aus (1. $. 5.) und sind der Reihe nach 

7=ni ^?Pi ' TiT ;jjjFi hj 5?R 

Wjerdep diese Werthe mit den zugehörigen Gewinnen yerbuden, so ergiebt 
sich folgender Ausdruck des Werths der Erwartung: 

^ = Si?l=i qB-\r^-^.^ jjjjp; qB 

+^ — o ;i?F=i y»+-... 

Werden die jedem Gliede gemeinschaftlichen Gröfsen und femer die Facultat 

(m— rr-'i-*= (m— r)(m — r— l)(iii — r — 2)....(w— /i»-fl) 
ausgestorsen, so geht die Gleidiaog in folgende Aber: 






Die in Klammern eingeschlossene Reibe dieses Ausdrucks Ififst sich auf fol- 
gende Weise behandeln: 

Hiedurch erhSlt man folgende Gleichung: 

Es ist also 

6. E = -^roB, 

Aus (4. und 6.} ergfiebt sidi die Gleichheit der Werthe der Erwartung und 
es bestätigt sich der Satz io (3.). 

Die Resultate (4. und 6.) gelten zunächst nur fär den Fall, wenn r 
kleiner, oder höchstens so grofs als p ist. Sie gelten jedoch auch noch, wenn r 
gröfser als p wird. In diesem Falle können von den besetzten Zahlen höchstens p, 

also entweder p, oder p — 1 , oder p — 2, 2, 1 gewinnen. Wird nun fflr 

jeden einzelnen FaU auf die vorhin angegebene Weise der Werth der Er- 
wartung bestimmt, so ergiebt sich fflr den Gesammtwerth der Ecwartung: 

„ «PI-» n>\r-i , »P-1I-» rP-*M(m— r)> .. „ 

+ -jF3r ^ipf=i ip-r^2)qU-\-^... 

p^l-i r'l-i(»t-r)>^l-i „^n , ^ r(i»— r)P-"-* „„ 
— • + T5F SipPI ^f^+P SpPi V"- 

Werden die gleichen *Factoren ausgesduedeo, so erhilt nian 
ß::=£^[(r-l)^M-[-£fi(r-ir^-'(m-r) 



>-+ ^''7y* (>-i)('"~>-r^'-'+(w-rr^'-^]. 
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Wird hier die eingeeohlossene Reibe nach (5.) behandelt^ so ergiebt sieb 

7. E ^ ^roB. 

Nacb (4. 6. und 7.) findet also fQr die Rechnung kein Unterschied Statt. Dies 
seheint eine Art von Paradoxon zu sein. Ist namentlich r gröfser als p^ oder 
die Zahl der einfachen Einlagen gröfser als die Zahl der Kugeln, welche in 
einer Ziehung gezogen werden, so können höchstens p Kugeln gewinnen und 
dann kann ^ im glücklichsten Fall nur p.qB erhalten, während er im glück- 
lichdn Falle eine viel gröfsere Suomie r.qB erlangen kann, wenn er die 
Summe rB auf eine einzige Zahl setzt. Dieser Widerspruch hebt sich aber 
dadurch, dafs der Werth der Erwartung den mittlem oder Durchschnittswerth 
für alle möglicbea Gewinne giebt, und dafs dieser Werth einer bestimmten 
Summe gleichkommen kann, ohne dafs die einzelnen Gewinne, durch, welche 
er bedingt ist, zu einer solchen Höhe anwachsen, als es in einem andern Falle 
vorkommen kann. 

Der Satz (8.) ist bekannt, und schon von Lacroix in seiner Wahr«- 
scheinlichkeitsrechnung (§. 75.) bewiesen. Die Sitze (4. 6. und 7.) sind, wie 
man sieht, eine Erweiterung jenes Satzes, und hier aufgestellt, weil sie nicht 
bekannt zu sein scheinen. Gauthier d'Uauteserve hat in seinem ^Traitö sur 
les probab. Probl. XVII. pg. 77'* starke Verstöfse dagegen gemacht, die er ver- 
mieden hStte, wenn er auf den dort erörterten Fall aufmerksamer gewesen 
wSre. Der Werth der Erwartung in Beziehung auf ded reinen Gewinn ist für 
Jemand, der drei Franken in das Lottospiel setzen will, nach (§. 35. und 40.) 
immer 2,333... Fr., er mag sie auf eine Nummer, oder auf drd Nummern 
derselben Ziehung, oder auf Nummern aus drei verschiedenen Ziehungen setzen; 
nicht aber, wie G. d'H. meint, im ersten Falle 2,333... Fr., im zweiten 
2,5464... Fr., im dritten gar 2,6001 Fr. Aufserdem scheint in der von G. d'H, 
angegebenen Zahl 2,5464... ein Druck- oder. Rechnungsfehler zu sein. 

§.42. 
Zwei Perioii^n J^ und A^^ von welchen die ei^ste r, die zweite s 

a b 

Marken hat und deren HoShung iu gewinnen , : t= to^ und —j^r = ^2 ist, 

spielen mit einander. Der Verlierende giebt dem Gewinnenden eine Marke 
ab. Das Spiel dauert' so lange, bis eine von beiden Personen alle Marken 
gewonnen hat. Wie grofs ist. der Werth der Erwartung für A und für B 
vor dem Anfange des Spiels? 



Der Werth der ErwartMig des Ai soll darch A ausgedrflckt werden, 
und zwar so, dafs unten rechts an A die ZabI der Marken angeschrieben wird, 
die er besitzt. So oft nun ein weiteres Spiel beginirt, kann Ai in demselben 
eine Marke gewinnen , oder verlieren. Im ersten Falle bekommt er eine mehr, 
im zweiten verliert er eine. Demnach ist die Erwartung für Ai^ wenn er 
k Marken besitzt, fflr 4&9 nftcfaste Spiel: 

1. Ai = w^Aj,^^'\-W2Ai^t = ■^Jä'^^+^ + 'ST*^^*""'' 
Wäre der Werth fflr A^+i und Ai,^i bestimmt, so wflre auch.ilit gegeben. 
Um diesen Werth zu finden, ist zu bemerken, dafs fürA alle Wechselfälle im 
Besitze der Marken von 1 bis r-f*^— 1 möglich sind. Der Spieler kann im 
Laufe des Spiels alle mfiglichen ZaUen von Marken zwischen 1 und r-f «— 1 
besitzen, verlieren und wiedergewinnen, wenn er nar nicht die letzte verloren 
hat. Für jeden Besitzstand gilt daher die obige Gleichung. Um den Werth 
von Ai zu finden, dient die ZnrAekffifarung auf einfacbe FiUe» Zu dem Ende 
iDflasen in die Gleiohung (1.) alhMMg die Werthe 1^ 2, 8, .... r-f-t--! 
atiK' k fwetfet werden. Dies giebt folgendes SeheoMi: 

Ai =1 w^A2-\'W2Ao^ 

A2 = M^i-^a + W^a-^i, 

A^ = WxA^-^-w^A^^ 



2. 



Ap^i = WiAp^^i-WzAp^ 



Ap^r-2 = WiAp^r-^i-^ WzApj^^^ 
Ap^r^l = WiAp^j, -{- W2Apj^r-^2' 

Das Schema Ist zurücklaufend. Es mflssen daher die Werthe der frflhem 
A in den spfltern substituirt werden. Nun ist leicht zu sehen, dafs ilo = 
i»\i denn fOr den Fall, wq Ai die letzte Marke verliert^ ist derWetth seinee 
Erwartung. 0. Wird ftun der Weftb flllv Ai au« der errten Gleidmog in (2«)i 
eingeführt , so ergiebt sich : , 



f€. 



Diesen Werth in die dritte Gleichung gesetzt, giebt 



A 






Dnhih Fortsetcnng dieser Rebhomig erhib bmb 

1— 4tc,w,-f3(u7,io,)* *"^' 



M>1 (*— •*», IC» +3 (10, W,)*) J 

1— 5to, a),+6(M'ttt't)*— («»iWi)' " 



4, 



_ «0,(1— 5to,w,4-6(H>,tg,)*— (w,tg,)*) ^ 

1— 6tt;,M7,-f-10(w,u>,)'+4(w,w,)' *' 

u. s. w. Das Forlschreitongsgesetz ist deutlich. Es wird durch folgende Gleichung 
ausgedrückt : 

»i {} j- w, «?,+ ■^— pir — (»i «Of) — ^— pp — ^*^« Wf) + •— ; 

1 T— w, w, + ^— jJiT — K Wt) — ^— -pii — K ««t) + • — 

• 

Dieses Gesetz giebt den Werfb der Erwartung ffir 4i, wenn er k Marken 
besitBt, in Beziehung Mif das n&diste Spiel. Es Iftfot sich weiter benntsen, 
um den Werth der Erwartung von Ai für {^fitere Spiele darcusteUeo. Setst 
man nämlich k-\-i statt k in (S.^ und fährt den dadurch erhaltenen Werth 
statt Ak+i in (3.) ein, so ergiebt sich 

,/, ft-2 (*_3)2M, ., (<p~4)»l-^ , ... \ 

W\ [i j— W, «0, + |t|_i — K w,)» 431-1 K Wt) + • • • • j 

1— ■j-«<',«P, + -^— pji K «>,)•- i—pif (io,«o,)'-|-.... 

Setzt man k-\-2 statt A in ^3.) und führt den erhabenen Werth statt 4^^, in 
(4.) ein, so geht (4.) über in 

1 j-WiM',+-pir(«'i«<',)'— i— j5ji — (w, «?.)•+... . 

Fihrt miin auf diese Weue fort, so ergiebt sich allgemein für den Werth der 
Ii^artung von 4i, m Marlien zu gewinnen wenn er k Marken bat: 

«^ ^—^ , (*-3)»l-^ .. (t-4)»!-» ... \ 

Diese Gleichung bestimmt den Werth der Erwartung fOr Ai allgemein; also 
auch in der oben angegebenen Weise. Man hat zu dem Ende r statt k und s 
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statt m za setzen. Sie boMimmt aoeh den Wwtfa der Erwartaiig fär^j, der 
« Marken hat, r Marken zu gewinnen, wenn s statt k, r statt m, w^ statt Wt 
und B statt A gesetzt wird. Ei» ist 

wl{i j— w, »t + — jjj^i — (w, wj* - -^— pir — (.w,w^y +....) 

i — ^^i — »1 Wt + ' j^)i («0, w.)'— ^ pn — (»,»,)•+.... 
Die gefundenen Gleichungen geben andere Ausdrücke, wenn man 
Wt= ? . und t02 = — XT- setzt und die nöthigen Reductionen macht. Sie 
gehen dann in folgende Aber: 

. _ o(a'4- «**+*') ^ 



Hieraus ergiebt sich durch Fortsetzung der Substitutionen: 
Nun ist 



Also geht (8.) in 

Aber. Setzen wir die Substitutionen fort, wie sie in (4., 5. u. s. w) gemacht 
wurden, so ergiebt sich 

. _ flVa*— ft*) . . a^(a^-h^) . 

u. s. w. Durch weitere Fortsetzung ergiebt sich hieraus fOr den Spieler A^^ 
der r Marken besitzt, derWerth der Erwartung, die «Marken seines Gegners 
zu gewinnen, 

10 A — Jl^flLz^.A 

29 
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Fflr J^ aber ist der Werth der firwartttiigf, r Marken seines Gegners sa erk- 
langen , 

Haben beide Gegner die gleiche Anzahl von Marken, so ergiebt sich aus 
(10. und 11.), da r^^s ist: 

a'" + *'' 

ii 

Sind die Wahrscheinlichkeiten fflr beide Gegner gleich, so ist alis (10. Und 11.) 



1^. A^ " .. i' j 1" ' ^2r 9 



13. Br SÄ ■' ; ir •B2r 



14- ^r = 7^-^-f.» 

15. Äjj = — I — •fir+.,. 

Am einfachsten ist es, den Werth der Erwartung auf die Einheit zu beziehen, 
also Ar^g und B^^^ durch die Einheit darzustellen. Dies giebt ans den Glei- 
chungen (12. und 13., 14. und 15.) folgende Vergleichung fflr den Werth der 
Erwartung der beiden Personen: 

16. Ar<Br ^a^ih% 

17. Ä/^B^ täÄ r:>*.'' 

Hat jede Person 6 Marken, ist aber ihre Geschicklichkeit um ^ verschie- 
den, so verhält sich der Werth der Erwartung beider zu einander nach (16.) wie 

Ar:Br = 6^:5^ = 46656:15625 
oder nahe wie 3:1. Hat jede 6 Marken und ist ihre Geschioklichkeit um ^ 
verschieden, so ist für den Werth der Erwartung 

A/.Br = 21^•20« = 85766121:64000000 
oder nahe wie 134:100. Hat jede 19t Marken, unter den nämlichen Bedin- 

Mfigeii^, «so ist ...,^ . • . . ^^ 

J,:Ä,:21'\-20^ 

oder beinahe wie 2 zu 1. Man sieht, wie wirksam hier die gröfsere Geschick- 
lichkeit auf den Werth der Erwartung ist. Von den Gleichungen (16. und 17.) 
lassen sich noch weitere Anwendungen machen. Man kann nämlich leicht die 
Z^^ der Marken bei bestimmtem Werthe der Erwartung und die Wahrschein- 
lichkeiten, oder auch letztere durch erstere bestimmen. 

Die vorstehende Aufgabe ist von Laplace (Recueil de Tacademie d. 
Sciences d. Paris p. Tannee 1778 p. 227 ü. ff.) durch die Methode der Gleichun- 



gen mit endUahen DHFerenzen «i^elöset worden. Im 2tea Bande der ^ Annales 
d» maÜieaiL pures et aj^qoees p. J. D. Gergonne pg. 340 \l ff. '' finden sich 
drei Anfldsungen : die eine anf elementare Weise , die andere dnrch die Me-- 
thode der recorrirenden Retben , die dritte durch eine lineare Gleichung zvrd^ 
ter Ordnung mit endlichen Diffwenzen, nach der 'Methode, wie sie Lagrang^ 
in den „Memoires d. Tacad. d. Berlin p. Tannee 1775'' gegeben hat Hiermit ist 
jfLafrimce Th^r« d« prohah. pg. 405 u. ff." und ^Uemoires des lavans etrangers, 
T. YII. pg. 153 ''^ au vergleichen. 

S- 43. 

Im Vorhergehenden wurde die Ermittelung des Werths der objectiven 
Hoffnung und der damit in Beziehung stehende Yortheii oder Nachtheil gezeigt. 
Wir wollen nun das Yerhiitniüi dieses Werthes zn dem Besitze eines Indi* 
viduums erörtern, welches im Begriff steht, sich auf ein Unternehmen einzu- 
lassen, dessen Ausgang nicht mit Sicherheit vorauszusehen ist, und wovon 
Gewinn oder Verlust bestimmter Summen ahbangt. 

Der Besitz eines Individuums werde durch K, der zu hoffamde Gewinn 
durch G, die Einlage oder der bevorstehende Verlust durdb B und die Wahr-* 
scheinlichkeit des Gelingens durch w, die des Mifslingens durch i — w = Wi 
bezeichnet. 

Wird die Einlage, wie es gewAhnlieh geschieht, vor der Ausfahrung 
des Unternehmens gemacht, so ist der hiedurch bedingte Besitz des Indivi- 
duums noch JiC— B. Die Wahrscheinlichkeit, dafs dieser Fall eintreten werde, 
ist w, und folglich der muthmaafsliche Werth 

ilf^ «= Wi{K—B). 
Gelingt das Unternehmen, so ist der Besitz K — B-^-G. Die Wahrscheinlich- 
keit, dafs es geschehen werde, ist w, also der mutbmaafidiche Werth 

In den einen oder den andern Fall kommt der Unternehmer. Der Werth der 
Erwartung ist demnach 

1. Ä = w,{K^B)^w{K-Bi'G) = K^B+u^G. - 
Kommt nun wGy wie in (3. §. 38.) vorausgesetzt wurde, der Einlege gleich, 
so folg^, dafs dann der Besitzstand des Individuums hiedurch nieiit verändert 
wird. Es ergiebl sich also hieraus folgender Satz: 

2. Aus dem Werthe d^ objectiven Hoffnung ist unter den angefMnrten Be-- 
dfiigungen auf keine Änderung des Besitzstandes eines Individuums m ifchliefseflr, 
und er zeigt weder einen Vortheil noch einen Nachtheil an. ErwSgt man Äer, 
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dafs in der Regel der na erwartende Gewinn mit einem Abzüge belastet ist 
und dafs also u^G <C B ist, so folgt, dafs jedes Unternehmen, welches unter dieser 
VorausisetEung begonnen wird, als nachtheilig für den Besitz eines Individuums 
betrachtet werden mufs und dafs Derjenige, wdcher deraungeachtet auf ein 
solches Unternehmen eingeht, seinen Besitzstand gefährdet. Nur wenn wG 
gröfser als B ist, wird das Unternehmen vortheilhaft sein. 

Dieselben Resultate ergeben sich, wenn die Einlage nicht vor, senden 
nach der Entscheidung gemacht und wenn dann nur der reine Gewinn ver- 
abfolgt wird. Im Falle des Mifslingens ist der Besitzstand nach der Entschei- 
dung K — B und der hierdurch bedingte muthmaafslicbe Besitz 

Ml = Wi(iSC— Ä). 
Im Fall des Gelingens ist der Besitzstand JiC-f H und der mttthmaafsliche Besitz 

M = w{K^R), 
folgtidi der Werth der Erwartung 

3. £? = w,{K^B)^w{K-{'R) = K^w^B^wR. 
Diese Gleichung deutet auf keine Änderung im Besit^itande, wenn nach (10. §.39.) 
taiB:=^wR ist, und der in (2.) ausgesprochene Satz bestätigt sich auch hier. 

§. 44. 
Weiter oben wurden die Grundsätze betrachtet, nach welcdien der «Werth 
der Erwartung ohne Rücksicht auf die Verhältnisse der Personen , welche sich 
auf Gewinn oder Verlust bringende Unternehmungen einlassen^, zu bestimmen 
ist. Dabei wurde hauptsächlich die Forderung gesetzt, dafs keine J^erorM^ 
lung auf irgend einer Seite Statt finden dürfe. Sind nun auch die Bedingun- 
gen, unter welchen Unternehmungen begonnen und ausgefahrt werden, im All- 
gemeinen oder in Rücksicht auf äufsere Umstände gleich, so können sie doch 
in Beziehung auf subjective Verhältnisse sehr ungleich sein. Die Ausfährung 
eines Unternehmens, bei welchem nicht unbedeutende Summen gewagt werden, 
kann für eine Person von vielen Mitteln leicht zu bewerkstellige sein, wäh- 
rend sie für beschränkte Mittel unthunlich wird. Der Gegenstand selbst bleibt 
hiebei ganz unverändert und der Werth der objectiven Hoffnung ist im Falle 
des Gelingens für die eine wie für die andere Person derselbe. Anders ver- 
hält es sich, wenn die subjectiven Verhältnisse einer Person in Betracht ge- 
zogen werden. So kann eine Person, 4ie 1000 Gulden besitzt, leichter eine 
Summe von 10 G. der Gefahr des Verlierens aussetzen, als eine, die nor 
100 G. besitzt Die 10 G. haben eine ganz andere Bedeutung für Jemand 
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der 100,. als fftr Jemrad der 1000 G. besitzt. Eben so hat ^e Erwerbung 
der 10 6. eine ganz andere Bedeutung fAr einen Besitzstand von 100, als 
fflr ein Vermögen von 1000 G. 

Wir werden faiedurch auf den Begriff von ^ubjectwer Bedeutung einer 
zn wagenden Summe fAr den Unternehmer geführt. Wir wollen diesem Be- 
griff den Namen y^Subjecthe Hoffnung'*'* geben und deren Werth den y^Werth 
der subfedwen Hogftwng^^ nennen. 

Daniel Bernoulü, der zuerst hierauf aufmerksam machte, hat diesem 
Begriff diirch Meneura sortis bezeichnet, Laplace (Th^or. anal. d. Probab. 
Ghap. X.) hat ihn forttme morale, esperanee tnorale genannt. Besser scheint 
ihn der obige Name zu bezeichnen. 

Um den Werth einer subjectiven Hoffnung zu finden, wird nöthig sein, 
den Besitz einer Person nicht nur mit dem zu befttrchtenden Verluste, sondern 
auch den zu erwartenden Gewinn mit dem aus dem erhaltenen Gewinne fol- 
genden Besitzstande, zu vergleichen. Aus dem Verhaltnifs dieser Zustande wird 
sich die Bedeutung des zu befflrchtenden Verlustes und des zu erwartenden 
Gewinnes ergeben. 

Bezeichnet K den Besitz einer Person und B die Summe, um deren 
Verlust oder Gewinn es sich handelt, so drückt 

K 

die Bedeutung der Summe B in Beziehung auf den Besitz der Person, oder 

die Wichtigkeit dieser Summe als Verlust^ und 

B 
Ä + Ä 

die Bedeutung der Sunune in Beziehung auf den durch den Gewinn herbei- 
geführten Besitzstand, oder die Wichtigkeit dieser Summe als Gewinn aus. 

Es ist daher der Werth der subjectiven Hoffnung hinsichtlich des zu befürch- 

» 

tenden Verhutes (T): 



1. T = ^ , 



_ Ä 

~ K 

mid hinsiobUich des zd erwartouien Gewinne« ( V) : 

2 F— ^ 
Dies giebt folgende Vergleichung : 

3 '^^^ = ^'-ETß='^+^ '^- 
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Die Bedeutung des Vertostes uod GewinnB, welche eine und dieselbe Samme 
fQr den Besitzstand einer Person hat, verhftlt sich also zu einander, wie der 
durch den Gewinn vergröfserte Besitzstand zu dem ursprflngliehM ; und vm^ 
gekehrt. Bringt man (3.) auf die Form 

so sieht man, dafs dieselbe Summe, welche verloren oiler gewonnen werden 
kann, als Verlust eine grö£iere Bed^tung hat, denn als Gewinn, und dafs 
der Gewinn einer Summe den Besitz in geringerem Verhtltnisse steigert, als 
ihr Verlust denselben schwächt. So hat der Verlust von 10 G. för einen Besitz 
von 100 G. die Bedeutung ^V? ^^^ ^^^ Gewinn der gleichen Summe die Be- 
deutung xV- 

Hieraus zeigt sich schon, welche Vorsicht bei Anlegung von Summen 
auf Gewinn oder Verlust nöthig ist, da immer der Gewinn ffir das ndmiiche 
Individuum eine geringere Bedeutung hat, als der Verlust; und wie ungänstig 
wiederholt erlittene Verluste wirken. Zugleich zeigt sich, wie unklug es ist, 
im Unglücke durch Wiederholung und Steigerung des Einsatzes die frflher er- 
littenen Verluste ausgleichen zu wollen, da die Anstrengungen immer un- 
gleicher werden. 

Untersucht man, um Dies nSher zu zeigen, den Werth der subjectiven 
Hoffnung nach nmaligem Verluste der Summe B, so findet man aus (3.) fol- 
gende Vergleichung : 

Die Gröfse des Unterschiedes von Verlust und Gewinn ist 

6. V—T=^ (2H+i)B' 



und dieser Unterschied wird immer gröfser, Je gröfser n wird. Die Bedeutung 
von Gewinn und Verlust kommt daher in ein immer gröfseres Mifsverhältnifs. 

Vergleicht man nun den Werth, welchen die nämliche Summe als Ge- 
winn und Verlust ffir Personen von verschtedenem Besitze hat, so ergeben 
sich folgende Vergleichungen : 
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Der Avadrack (7.) zeigt, dais die BedeotBDg der nimlichen Sarome als Ge^ 
•Miii für Pervonen von TersoiliedeiieiB Belize in ungekdurtem Verhflknisro 
des durch den Gewinn veränderten Besitostandes steht; der Ansdrack (8.) zeigt, 
dafs die Bedentvng der nimlichen Summe als Vsrltut für Personen von ver- 
schiedenem Besitze in nmgek^rtem Yerhahnisse des nrsprflnglichen Besitzes 
ist. Fflr den Bemittelteren hat daher Gewinn nad Verlast derselben Summe 
eine geringere Bed^itnng, als ffer den weniger Bemitielten ; und zwar in desto 
geringerem Maafse, je gröfser die ihnen zu Gebote stehlenden Mittel sind. Das 
Umgekehrte findet fflr den Unbemittelteren Statt. Fflr gleich bemittelte Per- 
SMen hat Gewinn und Verlust nlie gleiche Bedeutung. Daran knfipft sich die 
weiten Folgerung, dafs es am zw^ckmflfsigsten ist, wemt sich Personen von 
gleichen Mitteln in GeseDscbaften zu Errachnng belieUger Zwecke verdnigen ; 
denn fflr sie hat Gewinn und Verlust, oder Förderung und Beeinträchtigung 
der gemeinschaftlichen Interessen gleiche Bedeutung, und es ist zu erwarten, 
dafs in so constituirten Gesellschaften der Gemeinsinn stArker und fester her« 
vortreten werde, als in andern von verschiedenen Interessen. 

Soll unter den Bestimmungen (3.) die Bedeiitnng des Verlustes, den 
Jemand erleiden kann , der Bedeutung des zu erwartenden Gewinnes für einen 
bestimmten Besitz gleich sein, so ergiebt sich für die (jröfse des Verlusts: 

Diese Gleichung erhfilt man , wenn x statt B in (1 .) und T == F in (3.) ge- 
setzt wird. Der Gewinn, welcher £ar einen bestimmten Verlust bei einem 
bestimmten Besätze gleich^ Bedeutuqg hat, ist unter ähnlicher Annahme aus (2.)' 

Eben so ergeben sich dieselben Begriffe für wiederholtes Gewinnen und Ver- 
lieren aus (5.), nemlich: 

14 K .B 

1. X 



jr+{2»+i)j?' 

K.B 

K^[in + i)B^ 

Im ersten Falle drflckt B Gewiiui , im zweiten Verlust aus. 



12. 



• I " §. 45. 
Jeder bat in seiner Persfinlif^keit einen beslimmtm Besftt, den er 
reinem Caintale. gleich aosohli^en kauft^ welches tiachVechflltniis/saülesFleifees 



und seiner Talente rentirt. Han kann daher sagen , dafs Niemand absdot arm 
geboren sei. Bildet er seine Talente ans, steigert er seine Brauchbarkeit, nnd 
dauert er in seinem Fleifse aus, so vermehrt er die ihm hieraus erwachsende 
Rente. Gesellen sich dazu noch andei:e Mittel des Erwerbs, so wird sich damit 
seine Rente ebenfalls steigern. Gewöhnlich steigert sich der Besitz eines In* 
dividuums allmfilig. Doch kann es auch schndl geschehen. Tritt dieser Fall 
ein , so l&fst sich derselbe als eine aus vielen durch auf einander folgendes Zu- 
sammenwirken entstandene allmftlige Zunahme betrachten. 

Bezeichnet K den ursprünglichen Besitz einer Person , der durch An- 
häufen ununterbrochen dauernder, unendlich - kleiner Zunahmen dx zu der 
Summe K-^-x angewachsen ist, so ist die Bedeutung einer solchen Zunahme 
in Beziehung auf den hieraus hervorjgegangenen Gewinn nach (2. %. 44.) : 

dx 

und die Bedeutung sämmtlicher Zunahmen, oder der Werth der subjectiven 
Hoffnung ist 

»• F =/j^ = log(J!:+^)+C. 

Für ar = 0, oder für den ursprünglichen Zustand, ist 

C = — log X. 
Also ist 

2. V = log(Ä: + a?)-loglC = log^^- 

Betrachten wir auf gleiche Weise die Verminderung des ursprünglichen Be- 
sitzes K und nehmen an , dafs sich derselbe um x vermindert habe, so ist die 
Bedeutung der allmfiligen Verminderung 

dx 
K — X 

und dre Bedeutung des zu fürchtenden Verlustes ist 

Dieses giebt, aus den nämlichen Gründen wie vorher: 

4. T = log(JK:-a?)-logÄ: = log-^^^- 

Bei den meisten Unternehmungen, welche auf die Veränderung des Besitzes 
eines Individuums durch Gewinn oder Verlust einwirken, ist der Erfolg unge- 
wifs und die Anwendung des Calculs wird dadurch bedingt : denn es soll dann 
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Aivck ikn die Bedtutoug uniMerer Verbtftaiise gewikMgt werden. Bei Unter-^ 
nehmuiigen, wo. die Gewifsheit eines Vortheils oder Nachtheils vor Aiyen lie^^ 
ist der Calcnl ttberflassig. Ist aber der Erfog nngewifs nnd die Aussicht 
vorhanden, dafä sich der nrs{»rtlngliche Besitz eines liidividuams am die Gröfse G 
hn Falle des Gelingens vermehren wird, nnd in dad Zutreffen dieser Aussicht 
mit der Wahrscheinlichkeit w^ tu erwarten, so ist der Werth der Erwartung 
In diesem FaBe, oder der nnithmafsKcfae Werth Jf des erhöhten Besitzes: 

5. Mf= w.log^^. 

•Mht dM BMitrellNi etMs Verlustes B mit efüer Watowkelulickkeit B in Aus-» 
licht, so ist die Furcht des verminderten Besitzes, oder der muthmafsHche 
Werlk N' des verttrinderten* Besitzes: - * 

6. N ^= WalOg ^ 

Amt ,vm .btiil*ii Filcn wird ei«lMt«» D«niaach iit der W«|lh 4« nbjec- 

Um, nun den Werth der subjectiven Hoffnung in Beziehung auf den 
Besitz eines Individooms zu erkennen, wird Folgendes dienen. Es ist be- 
kanntlich, wenn man die obigen Logarithmea in Reihen entwickelt: 

■ ,' A AN B B* B* B* ' ' 

Demnach geht (5.) in 

^^ — if -.feir^ .' + — 31« — -'••• 

aber. Im vorliegenden Falle giebl G den Zuwachs des Besitzes , also den zu 

erwartenden reinen Gewinn. Maa kann folglich nach (§• 39.) G ^=: -^— setzen. 
Dadurch geht der obige Ausdruck in folgenden aber: 

Der Werth dieser Reihe wiRd jdveh die 'Beschaffenheit von -i'TTTrpzn 

bedingt, wo tVi und tCz so unter einander zusammenhangen, dafs ti^^-j-tr2= 1 
ist und B nicht woU .grOfser/fll^ J{^ we^djen kann, wenn nicht Jemand Ober 

30 
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fremde Mittel zq gebieten hat^ oder auf Credit oieiir wagt^ ala eein Berits be* 

tragt. Der Werlh von -^ kann also entweder so grofs, oder kleiner, oder 

gröfser als die Einlieit sejo. In den beiden ersten Fallen convergirt die v^r* 
stehende Reihe und ihr Werlh wird negativ. Im letzten Falle divergirt rie 
und die Werlhe des 2ten9 4ten, ßten, .••• Gliedes in (6*) wejrde» positiv, 
die des 3ten, 5ten, 7ten, •». • negativ. Vergleicht man ann dae 3i»te nnd 
(2n-[-l)te Glied mit einander, so geben beide zusammen, wegen der Diver- 
genz der Reihe, einen negativen Werth. Daraus folgt, dafs in diesem FaQe 
aneb der Wertb der.faiiwQ Reiiie negativ wird. DieM BMNffbng«! fOkrei 
zu folgenden SAtsen: 

9. Bei jeder Unternehmung, wo die Summe B gewagt WH^« um etneft rei^ 
nen Gewinn G zu erzielen, findet ein nachtheiliger Einflufs auf den Werth 
der subjectiven Hoffnung Statt; selbst dann, wenn Einlage und Gewinn za 
einaiiderltt richtigem Verliflttnisse stehen. Dieser Nacütlieil'ist efftrher, wenn 
auf dem reinen Gewinn ein Abzug lastet; wie bei Lotterien^ fl^l^n n. i. w« 

10. Der Nachtheil wird qm so kleiner, Je kleiner. die ]|Q wagende Snmrne 
im Verhaltnisse zum Besitze und je gOnstiger die Aussidit auf Gewinn ist; 
er wird um so gröfser, je gröfser die zu wagende Summe und* je un-^ 
günstiger die Aussicht ist. 

Jedes Spiel, wenn es auch auf ganz richtiger Grundlage beruht, oder 
wenn es auch hinsicMich der objectiven Hoffnung mit keinem Neehtbeil ver* 
bunden sein sollte, flbt einen nachtheiligen Einflufs auf den Werth der sub- 
jectiven Hoffhung aud und ist deswegen verwerflich. Ani meisten verfBhren 
hohe Gewinne zum Spiele. Je gröfser der Gewinn, je geringer ist die Wahr* 
scheinlichkeit zu gewinnen und desto gröfser ist der auf dem Gewinne lastende 
Abzug. Gerade in diesavd Falle ist der Werth der subjectiven Hoffnung am 
meisten im NaehtheiL 

Diese Bemerkungen haben auf ein ganz anderes Resultat gefAhrt, als 
diejenigen in (§. 43.). Geht man von den Logarithmen auf die Grundgröfse 
Aber, so Ififst sich die Gleichung (Y.) auch so darstellen: 

,t. fl=(*j«)-(*^)-,. 



oder, wenn irit=i-^ nnd ti>2^=^-7 gesetet wird : 

7 7 



». H » Y((J^) (J^J). 
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Diese Gleichiuigeii besieheii den Werth dßr subjectiven Hoffnuag auf die Ein- 
hn^ . S(oU er. eof den nnyrttngUcben Beaitc liesogen werden, ao ist df r Aus* 
droek in (11. nnd 12.) voa dem Nenner K, «a. befreien* Dies giebt 

18. a? = (Ä-f.ör'(*^-Är» = >/((jr+«7f (ir-ef)'3 und 



14 üft^ (K^^eimK^Br*. < a- 

Laplm9§ JMrt den Seti {7.) durch Integrelreehnug (Tbeor« omI. d. proMb. 
Pf. 4ad ud 434) etttwiekelt Hier ist er auf eine eisfaebe und dabet etwas 
allgemeinere Weise gefunden, die zugleich auf den Sats (10.) IMiri: 

SpecieUe FSlle ergeben sich leiebt. Lfifst sieh Jemand mit einem Be- 
sttie ¥on dOO €>• auf ein UntMuehmen ein, das ib» bei der Wabrsebelididi** 
keit ^ einen Gewinn oder Verlust ton 60 6. bringt, so ist der Werlb der 
subjeeüven Hoffnung 

,x ^ iiW^Am » Y(3640a) =» 1M»78784 .... 

IHe AnsfUfraig des Untemebmens steht einer Ausgabe von 9,9131 .... 6. gleich. 
Ist die W^brsebeiitfidikmt, au gewinnen f , zu Terlieren j^, und können 90 6. 
gewonnen und 60 verloren werden , so ist der Westh der subjectiven Hoffnung 

X = ^(230^. 140) = f (7406000) = 194,9221 ..., G. 
Sind die Bidingwgen umg^ehrt, so ist 

X = ^(260.140^) = ^(5096000) = 172,085 . . . . G. 

Ist aber die Wahrscheinlichkeit 60 G. zu gewinnen | , die 60 G. zu verlieren ^ , 
so ist der Werth der subjectiven Hoffnung 

X = ^(260*. 140) == ^(9464000) ^ 211,»23 . . . . G. 

Man sieht, dafs der Werth der subjectiven Hoffnung auch auf Yortheii deuten 
kann. Dies ist aber nur dann der Fall , wenn WiG'^ w^B ist Dadnreli 
wird die Bedingung, unter weldier die Sätze (9. und 10.) gelten, aufgebobM« 
Denn sie gdten nur, wenn WiG=: w^B isL Die Bedingung, dafs WiG^w^B 
ist, wird aber selten oder gar nicht vorkommen; es mfifste denn Jemand auf 
den Gedanken fallen, sich seines Besitzes auf die eben bezeichnete Weise 
entledigen zu wollen. . 
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Die in dem vorigen Paragraph gefundenen GfeicbuDgen geben das 
die Frage ssn entscheiden: Ist es vürthdlhafk eine Summe Sj die im gUnatigen 

Fall bei der Wabrscheinlichiceit^ t/;^ = -& gewonnen und im ungflnstigen Fall 

bei der Wahrscbeinlichkeit u^s == — verloren werden kiAin , nm dereh Besitz 

o4er Nicht -Besite es si^h also handelt ^ an ehn einaeluea UntemehaMn «i «ira-** 
gen, oder; tfe auf mehrere (n), unter den nAmfichen Bedingungen des Oeyngens 
und MifslingMS) "au vertheifei? 

Der jedem einfeluen Unternehmen suauweisende The|I sei 0^5=-^. Die 

auf canmal au wagende SuaOie ist riso S = mw. Um nun die Frage m he^ 
antworten, ist nOthig^ den Werth der subjectiven Hoffiuing ffhr beide Fälle au 
ermitteln und unter sich zu vergleichen. 

Setzt man die Sumaie auf einmal, so hat man die Ausiidit, entwedw nx, 
Ojd^.Nidits zu erhalte^. Dpr Werth der subjeotivett Hoftiang iq,BjW|ahill<g Vfd 
den Beut« K ist demnach, w^nn man die Gleichung (1.) §• 45« «nimfit: 

Yertheilt man die Summe iS= nx auf n Fälle, so können entweder alle, oder 

n— 1, oder n — 2, 3, 2, 1 günstig sein. Man kann «tso etttweder n; 

oder n — 1, oder n — 2, ....^ oder Imal die Summe Xy oder Nichts erhalten. 
Die Wahrscheinlichkeiten, diese Gewinne zu erlangen, sind 

Hieraus ergiet^t sich, auf dieselbe Weise wie in(l«)9 fär. den Wer^ der sub- 
jectiven Hoffnung in den aufgezählten Fällen: 

oder, anders ^usgedrOcht: 



\ ' 
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Iter.Werlh der in d«i KlanBonen (Nr. 2.) eingMchlofMmen Reiiie ist ofi»pbai: 
gf6fser ab (wt^ w^T^^ ==^ U Mfl^li ist «ndi der Werth vion.(20 fröfa^ als 
der von (ii). Dasselbe hütte si^ ergeb», wenn aian diqf AusdrOoke (5. und & 
§. 45.) so Grand gele^ bitte. Fd^ diesen Fall ist der Wertb der subjectiven 
Hoffoang in Beziebnng auf den Besitz K: ^ 

3. A 39 Wi\og(^K'\-nx} und 

4. Jf = u^riog(K:+«;r)+iitrr'«^2log(iSC+(»— l)iF) 

+ ^wlwr'log(K-\^2x) + nw,wr'log{K^x). 

Werden die Awdrflcke (3. und 4.) in Reilira entwickelt, suinmirt und ver- 
gtichen, so ergiebt sieb auf gleiche Weise^ dafs der Wertb von (AS) gröfser als 
der von (3.) ist. Es ist einl^ncbtend, dafs der Werth von (2.) den von(l.) 
am so mebr ObertrilR, je gröfser n ist. Dies rechtfertigt folgende Behanptnng : 

^ Der Werlb der snh^etiViAi HoHimif ist gröfiier, «renn eine zu wagende 
Snmme «afitf' mehrere Fiile Tertteilt, ab wenn ^e auf elnatt eittBigeo ge* 
wagt wird; vorausgesetzt, dafs nacb den obigen Bedhigiuigeii Ae Wahr«* 
scbeinlicbkeit des Gelingens im dnzelnen Falle unverändert dieselbe bleibt. 
- 6» . :I>airi Werth dflfr spbjeetiven QpflEnung Ist um so grifser» |a gi;ftfser die 
Anzdil der Ftfle ist, auf wekbe die zu wagende Sraime vertbeilt wird, 

Es ist demnach rathsam, grofse SumaieB liebt, auf eiamal «u wagen, 
U9d seinra Besitz nicht auf einen Punct zu concentriren. Ein Speculant wird 
eevocauzieboaJMJben, seinen Besitz, oder einen grofsen Theil davon, nicht auf 
^omal anfs Spiel zjn seU^en, sondern nach einander, oder gleichzeitig, auf ver- 
schiedene Weise. 

Diese Resultate nntetscheiden mch wieder w^eseatllch ' Vota denen in 
(§.41.). Der Werth der obfecünen Hoffnung kennt keinen Unterachied« 

Es'lflbt sidi num auch die Frage eirtsckeiden, ob es rathtem sei, in 
Aasecurani-^esellsehaftaii zu treten, um sidi durch eine bestimmte Einlage 
gegen- künftigen Schaden zu sichern. 

Ist K der Besitz einer Person, welche die änmme iS^ sicher gewinnen 
kann, wenn sie sich durch Einzahlung der Summe B in eine Versicherungs- 
geaeliseball gegw mögltohen Schaden schützt, so ist der kOnfUge sichere B^ifz 



• • • • 



Idt die Aossidit voriiaBdaii, die Summe jS mit der WabmciieiBliehkdt w^ M 
gewteaen und mit der WahrselieiiilicUieit l~i£'is:=ti^ 2a verlieren^ flo iet der 
Wertb der subjeetiven Hoflhimg nech (7. und 8. §• 45.) 

2. Jar = trJog(JK-f Ä) + ii7aloff(ir — «) 

oder, nach (10. §. 45.) 9 

'S S* 5* 

Der Werth von (1.)) durch Logariihmeo aasgedrflckt, ist 

4. Äj = lOgA-f-— g^ 2Ä») • TK* . 

Wird der Werth von B nach der Gefahr, die zn versichernde Snmme jS n 
verlieren, bestimmt, so ist nach (3. $. 38.) Bt^w^S. Wird dieser Werth 
statt B in (4.) gesetzt, so geht dieser Ansdrtock über in 

5.. H, = logiC-f -^^ -^ + «^_ 

Der Werth von (5.) ist offenbar gröfi^r als der von (3.). Ea leigt sieh abo, 
dalii der StntrM in VersteherangsgeaeUachafteB zum SehitM g9ten mOgtiobM 
Sehaden PoHkmIkaft ist 

§. 47. 
So wie der Werth der snbjectiven Hollbnng in Beziehnng a«f Indivi- 
duen ermittelt wnrde, kann er aneh in Beziehung auf VenädiemiifBgeseU- 
sdiaften, den Thrilnehmem gegenaber, untersucht werden. 

Das Vermögen einer Gesellschaft sei K, die zu versichernde Smnme Sf 
Wi die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unternehmen glflcklicb ausfeile, oder die 
Einlage zu behalten, W2^=ii — Wi die entgegengesetzte, oder die, dafb das 
Unternehmen mifslinge und die Summe ausgezahlt werden mOsse. Die Einlage, 
welche der Einkinfer der Gesellaehafk au zahlen • hat, aei Jff s» ti\ jS/ ttach drai 
Maafse der ebjecliven Hofiiong (3. §.38,)« 

Endet das Unternehmen gllnstig, so kommt die fieseHaebaft in den Be- 
sttz 'K'\-Bti=:zK'\-w2S. Endet es ungQnatig, so hat sie die SumaM S la 
zahlen und ihr Besitz wird B — (S—B)=:K^{S^W2B)^K^WtSL 
Demnach ist der Werth der aub|eGtiven Hofiiiing fOr die OeaeUsohafk 

Nun ist unter diesen Voraussetzungen , nach (11. §.45.), der Werth der sah- 
jectiven Hoffiiung kleiner als der ursprQngDche Besitz. Soll daher eine Geadl- 
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Mhafk Bioht anritekkommeii, so mnb cUeser Unterschied zu der obmi bezeicih- 
aeten Btiilive, welehe durch die ob}ective Beffimng bedfaigt wird, aifgebobea 
werden. Nennt man diesen Züscliiifs D, so ist 

Hieraas ergiebt sidi fflr die GrOfse des Einkaofspreises M: 

Entwickelt man das Product rechts in der Gleichung (1.) in Logarithmen und 
Vergleicht das Resultat der Entwidmung mit log K^ so findet sich 

Daraus folgt, . dafs sich der Werth von {K-^-w^Sy^ {K — w^Sy^ der Gröfse K 
um so mehr nAhert, je stirker die Reihe (3.) convergirL Die Convergens von (3.) 
ist bei unverittdertem t0i und w^ um so gröfser, Je gröfser K im Veriialtnisse 
wa8\B\. Je naher ab^ der Werth von (iiC-|- Wt8y' (K— w^8r^ der Gröfse IC 
Megfr, 4ertd Ueiner wird D in (1.) tein. DiiB fahrt in folgendem Satoe: 

I 4r Eine GMeHnshaft kattn nm $o^ leiehter die Vetaichenog einer Summ 
flbemehmen, je gröfser ihr Besitz im Verhaltnifs zu der versicherten 
SuflUM) oder je kleiner die versicherte Summe ist« 

5. Der Einkaufspreis, welchen eine Gesellschaft fordert, kann um so nie- 
driger gestellt werden , Je gröfser der Besitz der Versicherongsbank ist. 

Fflr Jeden, der eine bestimmte Summe versichern will, ist es daher vor- 
theÜhaft, mit einer Gesellschaft von nicht geringen Mitteln in Verbindung zu treten. 

■ 

Keine Gesellschaft wird eine Versicherung ohne Aussicht auf Gewinn 
oder liohn fflr ihre Mflhe flbernehmen. Macht sie denselben von bestimmten 
Procenten (0^/) der zu versichernden Summe jS^ abhängig, so ist der Ein- 
kaufspreis sammt diesen Procenten: 

6. M,^m+8.0,0p = W28'\-K—{K^w^8)^^(K—w,8r''\-0fip.8. 

Die Summe 20 000 z. B. soll bei einer Gesellschaft, die ein Vermögen von 
100000 G. besitzt, versichert werden. Die Wahrscheinlichkeit, dafs das Unter- 
nehmen glacUich aosfalle, ist ^. Nach (2.) ist die Gröfse des Einkaufspreises 

M = 100000-^99000000004-10000 = 10502. 
Hf^üü» 41e-<je«eV9olifif| eis Yernfigen von 200000 6. , so vflre der Preis nadi (2.) 
10851 
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Endlich kann man fragen^ ob es vortbeMhafter sei, dich mit Ajideni s« 
verbinden, um eine Summe zn wagen, oder ob besser, allein aliquote Tb^ 
dieser Summe einzusetzen. 

n Personen treten zu einer gemeinscbaftiidien Untei^ehmung zusam- 
men. Jede giebt das Capital K her, so dafs das Gesamintciipital nK ist, , Die 
Summe jS kann mit der Wahrscheinlichkeit Wi gewonnen und mit ti^s =? 1 — Wi 
verloren werden. Wie grofs ist der Werth der subjectiven Hoffnung ffir den 
Einzelnen? 

Aus (13. $.45.) ergiebt sich für den Werth der subjectiven Hoffnung 
in Beziehung auf 4bs Gesammt- Capital: 

If == (« JC-f S)^ (nK^ Sru 
und hieraus folgt TQr jeden einzelnen Theilnehmer 



> r 



7. a, 






C'^+DC^-F- 



Der Werth der siibjeoMvM : HoAiung Mier Person, die mit*eiaefli ^Ca|pltaIe K 

S 
die Summe — miter den DiaiKehen- Bedingungen gewinnen oder vierlieren 

kann, ist ' ' • * 

8.^H.=(jr+in*-ir. 

Es ist also zwischen (7. und 8.) kein Unterschied, und die Verbindung mit 

' • • • 

mehreren Personen zur Ausführung eines gemeinschaftlichen Unternehmens hat 
weder Yortheii noch Nachlheil. 

Das Zusammentreten zu Gesellschaften kann aber dann einen entschie- 
denen Vortheil haben, wenn die Mittel des Einzelnen zur Ausführung eines 
Unternehmens nicht hinreichen. Reichen sie hin, so kann es aus andern leicht 
begreiflichen GrQnden vortheilhafl sein, nicht einer tjesellscbaft beiziilreteta, 
sondern das Unternehmen allein auszufahren. '' ' 



r 



$, 48. . . 

/Hierher gehört endlich ein Problem, welches Nicolaun BernoulU in 
einem an Jfoi}///tor< gerichteten Briefe vom 9ten Sept. 1713 aufstellte, der in 
Monim. Essai d'anal. s. 1. jeux d. haz. 11 ed. Par. 1704 pg^401 abgedruckt ist. 
Es hat die Aufmerksamkeit der Mathematiker erregt. Dan. Bernoulü (Comment. 
Acadent. scient. imperial, petropolit. T. Y ad annos 1790 et 1781 pg.'lSl aeqq. 
specim. theoriae novae d. mensura sortis), Kramer (a« a. 0. pg. 189), Lkj^lace 
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^Tbeoi'. Mal. d. probab. pg. 899 3""' ed.)f l^atiw (Wabrsoheinliciikeits- 
Reehnmig §• 7^0 bsb^n ea bebaadak. £a iat mab usler d^m Nanta ^Das 
Petersburger ProUem'' bekaimt (lansr. a. a. 0*> DMaeibe wird fafeBwArtif 
Mier. folgMder Fena gtftbM. 

A und B Sj^iakai »U eiiiatider. A wirft eine Mlitae fadie HAha^ die arit 
i^Ofif und Wappen beaakiiMt isl'iind saUt-aa B aweiaial eioa beslfavBte Einlage, 
w^nn das Wappen beim eralen Wurfe, irktfvial wenn 0i baün iwaitdn, achtmal 
wenn es beim drittea Wj^rt^ ffilU u. s, w. Welpbes Kit der Werth der Erwar- 
tpmi f&r^fiti oder ^i^ viel bat er ^«vulegmii w^m er d43. Spiel apnehioen will? 
Die Foim.des Problems, unter we^^er N. BemanUi e» a..a. O.fßb» i^t folgende: 
lY. ProbL. A premet de donner un ecn a JEt^* si fiyec vgk d^ erdi|ii|ir^ 
il ammie au premier.oQup. s^ points; deux ecus^. s'ü aai^ne )e ^ aa let^^nd, 
tFOJa ecwvs'il afieae ce poiM au treisiemev^t aioaj d^ luit^. Qa;,demande; 
qae^e est Tasp^ranfie de A, . . 

* y. Pr4»bl. On demande la mdroe cbose,, si A promet a B^ de lui denner 
des ecns en Pette progressiou 1, 2, 4, 8, 16, ou 1^ 3, 9, 27, 

QU i, 4, 9, 16, DU 1, 8, 27, 64, .... au Heu de 1, 2, 3, 4, , comme 

• » . '• < i. ■ , .■ 

auparavQnt. 

Die Aufgabe ist nach unserer Ansicht unbestimmt und daher in dieser 
Form unzulässig, denn sie hat keine bestimmte Bedeutung; wie es bei einer richtig 
gestellten Angabe imarer der Fall sein mufis. Es findet eine doppelte Unbe- 
stunmlheit Statt, denn es ist nicht angegeben, wie lange das Spiel dauern soll, 
und nicht angegeben, in welchem Zusammenhange die einzelnen FAÜe unter- 
einander stehen. Wie soll aber der Calcul an eine unbestimmte Aufgabe ge- 
legt werden? und wer wird sich in ein Spiel einlassen, dessen Ende unbe- 
stimn)t ist. 

Um diese Frage zu behandeln, ist es nöthig, ihr, dem eben Gesagten 
gemfifs, einen bestimmten Inhalt zu geben. Wir entnehmen folgende verschie- 
dene Bedeutungen aus ihr: 

ä) A und B spielen mit einander« Eine MOnze wird nmal in die Höhe 
geworfen. B erhält zwei Stacke einer Mfinze, wenn das Wappen gerade 
beim ersten, vier wenn es gerade beim zweiten, acht wenn es gerade beim 
dritten Wurfe u. s. w., 2"* Stücke wenn es gerade beim nlen Wurfe fällt. Das 
Wappen darf nur einmal fallen. Welches ist der Werth der Erwartung? 

b) A und B spielen auf den Wurf einer Hflnze. B erhalt zwei Stöcke, 
wenn das Wappen geradi» beim ersten, yier wenn es gerade beim zweiten, 

31 
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acht wenn es gerddb beim dritten Worfe ffllK o. s. w. 8q oift öm 

fittLf wird fhm die Samme riler zugeordneten StOd[e einfehfin^gt n Wtrfe 

werden gmaäoku Wehshes Ist ^er W^rth der Erwarlnng f&rB? 

c) A und B spielen auf den Wurf einer MAnie. B erbA swei Bttaktt) 

m 

wenn da» WVippeo> beim ersten, ner^w^enn e^ beim zwefteto Wurfe Mll u. s. w., 
it Wdrf e werdra anabedmgen. Dmi Spiel endet, wenn das Wappen gehttei 
iat. Welehea iat dinr Werth der Erwartung fftr. Bi 

' Aufiösttlng der ersten Aufgabe. 
' Nach dein Sinne fieser Aul^be werden n Wdrfe (nicbt mehr, wiaiA 
Weniger^ gemieiclit n gfinstige Fslle sind für B mögliclr. Entweder füllt das 
kuppen gerfldl» üdm 'ersten, oder gerade heltn zweiten u. 9. f., oder gerade 
^dni fiten Wurfe. Rtebei wird vorausgesetzt, dafii d As Wappen weder bei 
hinein firübern, Boch bei einein ^pälern Wurfe fallen werd^. Ist ntfn die Walir- 
scbeinlichkeit, dafs das Wappen beim einzelnen Wurfe falttfn werde , |', so^ iit 

die Wahrscheinlicbkeit für jecfen von den genannten gfinsligen Fällen ^ and 

der Wertb der Erwartung ergiebt sich, wenn der Satz (2. §. 35.) auf jeden 
einzelnen Fall angewendet wird und die erhaltenen Werthe zusammengezählt 
werden.. Wird der Werth des zu erhaltenden SilberstQcks durch Cr ange- 
deutet, so ist der Werth der Erwartung 



Auflösung der zweiten Aufgabe. 
Es werden n Wflrfe gemacht und folgende Ffllle können eintreten. 
Das Wappen fällt /imal, oder (n — l)mal und der Kopf Imal, oder (» — 2)mal 
und der Kopf 2mal u. s. w., oder Imal und der Kopf (n — i)mal. 

a) Das Wappen fällt nmal. Die Wahrscheinlichkeit hiefflr ist ^r- In 

diesem FaUe ist der Gewinn (8 + 2^ 2' + • • • • !^") 6^ = C^""*"' — 2) G. Der 
Werth der Erwartung ist 

li) Das Wappen fällt (it— l)mal und der Kopf einmal. Letzteres kann 
beim ersten, zweiten oder dritten Wurfe u. s. w. geschehen. Die Gewinne 
fehlen der Reihe nach einmal. Die Wahrscheinlichkeiten fflr das Eintreffen 

der einzelnen Fälle sind gleich, und ^^ Demnach ist der Werth der Erwartung 
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c) Das Waowea fälk (n — 2)iDal uüd der Koil zmeimaL Die Wahr« 

scheinlichkeitea sidcI aaeii hiefttr ?- - Je zwei Gewinbe -febleiia * S2^ komiiit dtthcflr 

jeder Gewinn so oft vor, als sich zwei Gewiniie i« n — 1 FAcher vertheilen 
lassen^ Danach ist der Werth der Erwartupj^ . i . 

^3 — 2?* . l^li " V^. . . — '^^ *= " J2j ' i , ' ■ ^^^-^1 i2ll g^HT- 

Wiri| «ÜQß^ ßcUufSwet«e weiter fortgesetzt, . 30 eiigiebt.. si^ili folgend« Zvvffr 
menst^IIung: 



I - 



Redacirt man das in diesen Reihen enthaltene Binomlmn, so ergiebt sich ffir 
den Werth der Etwafftnog 

• 2.- £l = (T--i)G: ' 

Diese Aufgabe läfst sibh auch auf nachstehende gatit einfache Weise lösend 
wenn folgende, mit ihr gleich geltende' Aufgabe an ihre Stelle gesetzt wird. 

B spielt mit n Personen, und zwar mit jeder Wsonders. TAüAi unter 
der Bedingung, zwei Stflcke {2G) zii erhalten, wenn das Wappen fällt, von 
A2 vier, von A^ acht u. s. w. B wirft eine Münze fbr jede Person, filso 
nmal in die Höhe; der erste Wurf gilt fflr ^, der zweite för A2 u. s. w. 
Ehe das Spiel beginnt, soll jeder seine Einlage aussetzen und B die seinige 
ihr entgegen« Wie, viel hat jeder Theilnehroer und wie yiel hat B Alien zu- 
sammen entgegen zu setzen? 

Die Wahrscheinlichkeit, im einzelnen Falle zu gewinnen, i^t |, wenn 
ein Theilnehmer zum Spiele gelangt ist. Das Gelangen zum Spiele nnterUe^^t 
keinen Zweifel. JD|ie Gröfse der Einlage findet sich nach (2. $. 25.)« AUe 
Theilnehmer zusammen maeben daher die Einlage 

3- ^==i(2(?-fr2^C+2'C^4^2*<?+...,2'*C?) == (2'«-l)C. 

Die ^eiehe BWbge hat B «ntgegeiaiiatenttt. Sie kaawit mit dem Werthe setner 
EfwftrtMg ikbereii. Die <^ickMg>en (2. and 3^) gttben einerlei Resultat. ... 

AuflAsting der dritten Aufgabe. ' 

Nach den Bedingungen iet dritten Aufgabe kann nur einmal gewottnen 
werden, und zwar entweder im Ited, oder Im 2ten, oder Sten Wurfe u. t^. w.^ 
Die Wahrscheinlichkeit , in ehiMi besfhmMen Wurfe, zu gewinnen , setzt tof «^^ 
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aus, dafe in Jkeineai dar vorhergehenden gewonnen wnrde. Die zngehörigen 

Wahr3cheinlichkeiteii sind: 

1111 1 

•j, ^^ jr^ 2^9 • . . . 2^' 

Hieraus ergiebt sich leicht nach (2. §. 35) fflr den Werlh der Erwartung für B: 

Die Probleme (;a, h, c) gelten, wenn tri == t^s = | ist. Sie lassen siel leicht 
ins Allgemeine und auf den Fall ausdehnen , wenn tri = 1 — ti^j i^t Es er- 
geben sich dann aus (1;, 2. und 4.) folgende Ausdrfleke: 

Hier haben &i , Cr, , G^^ G^ ganz willkfirliche Warthe. 

Diese Erörterungen werden gezeigt haben, inwiefern das von J!V. Bern, 
aufgestellte Problem unbestimmt und unzulftfslich genannt werden kann. Drei 
FfiUe wurden aus ihm abgeleitet , deren jeder einen bestimmten Inhalt und Be- 
deutung hatte. Welches ist nun der richtige ? Keine Bemerkung ist im Probleme 
enthalten, woraus sich dies entscheiden liefse. Bern, selbst hat keine Auflösung 
gegeben, woraus es gefolgert werden könnte. Vielleicht hat 6r den Fall (e) 
im Auge gehabt. Danach hat wenigstens Kramer a. a. 0. die Aufgabe behan- 
deln zu müssen geglaubt; er liefs jedoch die Beschränkung auf eine bestimmte 
Zahl von Versuchen aufser Acht. Da er jedoch die Nothwendigkeit davon 
fühlte, so wollte er die Vorfrage erörtern,' nach welchem Versuche das Spiel 
geendet sein würde, übersah aber dabei den Begriff und Zweck der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung, welche die Frage nie zur Entscheidung bringen kann. 
Er nahm für die wahrscheinliche Dauer des Spieles 24 Würfe an. Dieser An- 
nahme, die ganz willkürlich ist, könnte die Laune des Zufalls mit Erfolg spotten. 
Zudem pafst die Annahme nur für den besondern Fall (4.) , nicht für den all- 
gemeinen (7.). Dan. Bern, nimmt die 2ahl der Würfe unendlich grofs an. 
Dies thut auch Liffi/aM^ bemerkt jedoch, dais Niemand ven einiger Überiefung 
eine auch nur mftfsige Summe in einem eolehen Spiele wagen und die Rolle 
des Gebers übernehmeQ werde. Alle^ welche die Aufgabe behandelten, fanden 
Ungßreimtes in ihr, und wohl nur aus dem Grunde, weil es in ihr liegt. Die 
Unbestimmtheit fA}lt weg, wenn man die Bemerkungen {a, b, c) beachtet« 
Nimmt man die Zßhl der Würfe in CO ^^Hr gfßfy^ oder gar unendlich grofe 
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an, so mUfirte der fi^eler B 32768 & erhaltea, wena er gerade im ISten, 
65536 G, wenn er gende im 16ten Wurfe . gewAnne u. s. w. Wflre die Zahl 
der Wfirle imbe^^st, fo wAre n^^oQ und der Werlh iler Erwartong oder 
die Einlage von B wtre 

8. Jff = c»fi?, 

aber Niemand könnte eine unendlich grofse Summe als Einlage bieten. 

Diese Bemerkungen gelten nicht blofs von der obfectiten, sondern auch von 
der stibfectiven Hoffnung. Man betrachte zuerst den Werth der subjectiven Hoff- 
nung von A (dem Gegner von B) fOr den Fall wo n Würfe gemacht werden. 

\Jm diesen Wertb zu finden, ist zu bemerken, dafis die Einlage, welche 
B zu machen hat, dem Werlhe seiner objectiven Hoffnung nG gleichkommt. 
Der hieraus sich erj^bende Besitz von A \sl K'\'nG. Wird nun geworfen, 
so kann A im ersten, zweiten oder dritten Wurfe u. s. w., oder auch gar 
nicht verlieren. Danach ist der Werth der subjectiven Hoffnung 

U H^(K — 2Gf{K—2''Gf\K'-2''Gf . . . (K— 2» ere^fn »)**.■ 

Die Aufgabe hat also einen Sinn, so lange IT — 2^&>>0 ist. Wird dagegen 
K—2^G eine negative Gröfse, so ist der Werth von (9.) imaginSr, denn 
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ist in diesem Fall imaginflr und die Angabe ist ungereimt. Aus (9.) zeigt 
sieh,, dafr das Spiel Tflr A unter jeder Bedingung naebthmUg und bei imendlich 
gigfi iaM fi, oder bei uttbestimmter Fortsetzung, uninöglich ist. Das Spiel ist um 
so weniger nacfatheilig, je kleiner n ist* So ist der Werth der subjectiven Hoff-* 
mwg f«r A, wenn n^l, £a=:100 ist, H= 99,4887...; fAr » = 3 ist 
«»98,476... 

Der Werfh der subjectiven Hoflftaung fflr B ist , wenn er die Einlage n G 
gemacht hat, da er entweder im ersten, oder zweiten, oder dritten n. s. w.^ 
oder Uten Wurfe, oder auch gar nicht gewinnen kann: 

10. H = (K—nG^2Gf(K-nG-2'Gf. . . . {K—nG'\-2''G)^iK-nGy 

= jeO^ »^«f (i_ü^'«/....(i_ 1^-cf (1- ^f 

YergMcbt omi hier die Wertfce Eweier NacbbargliedM*, so findet sich 

4- -^ 



I 



i. ". ii 
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Werden beide ia die 3*'*'^ Potenz eiioben, so ergieht 

und es zeigt sich, dafs die Werlhe der Glieder abnehmeii. l)er Werth von 
(10.) is!t sip lüoge möglich) als 1— ^>r.O isj»..., Wird ^,^ lf,?P:)>«(fnö 






der Aufgabe eine Unmöglichkeit. 

Berechnet man in (10.) den Werth . der subjectiven Hoffnung fQr B, 
so findet sich, wenn jfiL = 100 und »==.1 ist , jff = 99,995 ... ; für » = 2 
ist H = 99,9900 ... j für n = 3 ist If = 99,9753 . .i '. Man sieht ' hieraus, 
dafs unter gleichen Bedingungen dies Spiel för den, Bankhalter Viel nachthei- 
liger ist, ab für den Spieler. ! , 

Mit diesen Erörterungen stimmen theilweise die Beinerküngen flberein, 
welche Fries in seiner Critik der Princlpien der Wahrscheihlichkeits-Rech- 
nung (Braunscbweig 1842) macht. Doch dürften die von ihm aufgestellten 
Behiijiptungen nicht allgemein und überall gelten ; denn soQft würden dit nfim- 
liehen Bemerkungen auch gegen den Begriff der malhematischea Hoffnung ge- 
richtet werden können. 4^s ihr können zuletzt auch nur leitende. RathscUüge 
gegeben werden, und es ist auch hier zu merken, dafs zu weil geführte Schlüsse 
nicht immer das Richtige geben. 

Bemerkung su §. 8. , 

Die in di^em Pardgrapdi mitgetheilten Formeln für die Sunimea. ^Iw 
Verhkidnngeii mit und ohne Wiederholungen ans jeder Art ivon JEüeaMnten, 
welche in der angeführten Schrift entwiekelt sind., beruhen zkm 1%eA aaUNrt 
wieder auf der Darstellung der Summen «-Ausdrücke für die YerbiDdungen am 
den Elementen 1 , 2 , 3 , . . . . f . Für diese ist daher eine unabbftngige Dar* 
Stellung nötlHg« Eine solche ist, aufeer den apgegel^enea , /S^QP in. meinem 
Differenzen «-Calcul S. !^24 u. ff. gegeben, die sich gaiu .be^i^rs zur leioh- 
ten Darstellung der erforderlichen Summen^ Ausdrücke eignet. Da, sie dort in 
einer nicht ganz zweckmfifsigen Form gegeben ist, so stellen wir sie unter 
folgender zweckmftfsigeren auf: ' 

|m+7|l • 111 1 \V 

1. Ä<:'(l,2,....vr-^^|j-P\*(»i-}-y);jip,^„jl5i, .,..|;;j^j. 

Hiebei ist zu bemerken,, dafs djie Versetzungen mUWie4vfa«Jto£w zur.Samue 
(xn-f-f) iii <l^r yten.Classe aus den angedeuteten Facultfiten, deren Exponen- 
ten als Elemetate dienen, gebildet werden müssen* Die vorliegende Aufgabe 
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scheut epne aobestiffl^te ni sein, \»t es aber licbt, weim man den in 32. 8. 28 
der CoiDb. X^ebre aufgestellten Satz in Anwendung bringt, dann die Yersetznn- 
gen mit Wiederholungen zu einer bestimmten Summe auf die Verbindungen 
mit Wiederholungen zo verschiedenen Summen zurflokfQhrt un^ die Anzahl der 
.Versitzungen^ Wie oft die JVaglichen Wiederholungen vorkommen sollen, angiebt. 
DIe.hiedurch nOtbig werdenden Untersuchungen und Veränderungen fahren zu 
folgendem entwicacelten , gaos aUgemeinen Aosdrack: 

•2. «C'(l,2,....yr 

r^ Vliii-2|ii2|ii2|ii2|i >^ j3|i T iM*-3|i|3|i I2|i jap X l^|i "T' • * V J 



TV 13|l(12|l^m-2xl«-2|l 

I ^ifi|->l ^ 

sind die Verbindungen mit Wiederholungen zur Iten, 2ten, 3ten, ...l 

4 4 4 I 

mten Classe aus den Elementen t^, pjj, p^, p;:j:j{j nöthig; der Reih^ 

nach zur Summe ivi-f 1) ^-{-^^ «'^'f^» * *• ^'^* Kommt eine. Fsciiltflt «li 
dem nfimlidien Exponenten mebreremal vor, so mufs dies bei dem Aufzähle^ 
der Anzahl der Versetzungen in Rechnung gebracht werden. Dtes^ ist durc| 
das Zeichen (X} ^pspbehen. Setzt man nun dier Reihe nach 1, 2, 3, ...^ 
statt »I in (2.) 9 so hat man, ohne alle schwierige Rechnung oder gftf^Vor-^ 
bereitnng, folgende Ausdrficke: . . 

'ÄC*(i,2,3,:.;.y/=Ä, 



3. 



SC'(l,2,3,....y)'=[l+2(y-l) + K<'-t)"'-^^, 



• • • 
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«. s. w. , oder in einer «odern Entwicklung : 

Äc7 (l,2,3v...4f) =^ Tip-» 



4. 



SC'(l,2,3,....^)'=Mi.|;j, 

ÄC'(l,2,3,....y)'=-gJ-^, 

«C'(l,2,3 ,)*=15öVi5v^.|!i, 

W(1,2,3,,..,)*=.Ö1VÄ^^ 



^C'(l,2,3,....,>'^ ^^'+^^V+315yi,'-42^i6 .^^ 

oy C*»«>^vy; =F — ' : ' 4^12» ^""^ ISü" 



Wir theilen jetzt folgenden, fflr die Sammimng der Verbindungen mit 
and ohne Wiederholnngen wichtigen Satz mit, der sich aus der Vergleicfanng 
der in meinen „Forschangen in der Analysis" an^e&ndenen, Ueiterfeli9r%en 
Gleichungen ergiebt, und der sich aufserdem auch auf eine ganz «nfachelArt 
beweisen lAfst. Es ist nämlich , 

5. ÄC(l,2,3,.,..y— 1)"= iSC'(l,2,3,....vr, ' 

wenn auf der einen Seite ( — q) statt (-f-^) gesetzt wird. Dies« Satz beigebt 
'sich 'nicht etwa auf di« Ableitung oder Entwicklung der Yeririndungen , abn- 
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a«f die far sk g^miimia SUMMn-AwArflcke^ imd ist rec^rok. Er hat 
folgende Bedeutung: 

6. bt der Banraiefi- Ausdruck fOr die Verbindungen mit Wiederholungen 
ans ^Elementen su. irgend einer GlaBto gefunden, so ergiebt sich deije-- 
nige fBr die Yerbindungto ohne Wiederholungen aus (f — 1) Elementen aur 
nflmlichen Classe, wenn darin (—9) statt (-}-y) gesetat w!rd; und umgekehrt« 

7. Ist der Summen -Ausdruck' fflr die Yefhindungen ohne Wiederholungen 
aus (q — 1) Elementen an irgend einer Classe gefunden, so ergiebt sich 
der Ansdrqck fflr die Verl^indnngen mit Wiederholungen aus q Elementen 
zur nflmlidien^ Classe, w^m darin C^— ^) statt (-ff) g«etat.wird. 

Hiernach ist ^s nmr nMbig, den Summen -r Ausdruck fflr die eine Art 
dieser Verbindungen aufzusuchen, weil dadurch zugleich der fflr die andere 
Art gegeben ist. Wenden wir if äa Gesagte auf dtt.tn (8w und 4.) gefondenen 
Ausdrflcke an, so findet sich; - • (. 



8. 



sc(i,2,....f— iy 






ÄC(l,2,....f-l)««=t^H^(<r+l)-f(f+i)^'-fA(f+im^, 



9. l 



sc(i,a,.„.,-i).=»£ri5ö!£±2i:4t:, 



Diese Gleicbiugen iMbcn eioe vidscilife InWeDdaiff in der Analysis atd 
▼erdieDen deswegen AnfmerksaiDkeit. Wir gedenken, nm dies zn zeigen, ekn 

andemal anf sie mrfickznkomaien. 

32 
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Wir Ikeilen noch eine zi#äeklttafeiid» BiMungs weise mit; besonders awli 
weil sie .sich so einfach ergiebt. Es ist bekanntlich 

fie««i«bP(9P .wir 4enJSiuai9ep->-AMrack;fQr diese Y«rbiiidui)f«ii,i^c«teo Classe 
durch fif^}^ ßo ist pu« (10.). 

Zur Auffindung der nQtbigen Summen «-Ausdrücke benalzen wir. folgende Glei— 
chu^i;» die sich. leicht rechtfertigen ISfst: ,. . 

....13.: js(/l^v)&— (*+*)W+(**+^^'^MSr-^- ■ • 
Nun isi 'bekannllicli Ä'C(l,S,...,ff)'=i 5w» also n^ch (10. unfl 11.) 




*• 



Wird 9—1 statt q, R=i und it = 2 in (12.) ^etztv'so eiig;iebt sfich 

ÄC(l,2,3,....y/ = 2.^ + 3/^1=^.. -• . • j 

Aus (11.) erhält man ; ,, j . » ^^ . . i s 

SCCl,2,3,....f)^=^,2:^V.fc|^ + 3JSy.(2=^ ! 

Wird g — 2 statt y, il = 2, n = 3, dann y— '3 statt y; it = 3, n=44 in 



* • * 



(df> ^eselkt, ^0. entstehen ?iea* Aufedri^)ke uid- ^s ist l ^^ 

Wird in dieser Weise fortgefahren^ so läfsl sieh leicht ^dai^ Gesetc jfAp-die 211- 
rflcklaufende Bildungsweise der Vorzählen erkennen. Das Gesetz fQr di^ Fa* 
cultäten liegt klar vor. Die Ableitung derrten Vomhl in des Jliteli (^lasse 
ist durch folgende Gleichuj^ gegeben: ^ 

Hieraus gewinnt man folgend^ fiatjsleUangen : 
SC(1,2 ,).= 34.äi^p; + ,30. Öi^ + 2,0. !Ji^+ lis S^, 
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ÄC(l,2,....y/=720.<2i^+7308.MJP 

ÄC(l,2v...^)' = 504O«M!:! + 64324^^£t^+303e«O.M^ .. 

4. 705320. MJV^ 4.866350. ^^ 
: 4-540540> ^?y -f 135185.igff^, 

SC(1,2,.... y)P== 40320.^^ + 623376.i2i|Jjl^ + 367^^^ 
- ; 4-i.i098780,Mj^.fl885884diMg;!!:^ 

-: .• +9459450.12±^+2027025.M^, 
.... . . . ... .! . 

Nach (5.) ergiebt sich hieraus onmitteibar für die Summen der Verbin- 
dünge» mit Wiederholungen t' . ' . ; 1 

Ä'C(l,2,....f)'s^— 2--j^-f 3*-pjr? ! 



15. 



' I 

ÄC'(l,2,....y)* = -24.^-fl30.||i-210.-^ + 105.-g^. 



/ 



Eben so leicht lassen sich nach der nAmlichen H;ethode di^SAnmeii-Aosdrlcke' 
fOr die Yerbindangen ohne Wiederiiolnngen fiqden. Fflr diese Yerbindaigen 
gilt bekanntlich folgende carttckranTende' Bildungsweise : ~^' * \ 

16. iSfC'(l,2,.,..fr==yiSfC'(l,3,.,..«)T*+(y-l;<S'C'(l,2,,...y-lö"-* 

+ (y— 2)iSC'(l,2,....y— 2r-'»-|-...., 
algp agfibt .,• ^ • . - - > . ; 

' 17. SC\\,i,....qr = 2:q.f{q-). | 

Werden nun die gebOfrigen WerAe statt q, R und n itacb* (16. und 17.) in 
C 12«)- bei jedem besfon^ern Falle eingefahrt, so ergeben sich, nach gehörfger 
Ordnuiig dni) Redüclron, folgende Summen -Ausdrücke: I 



2S2 



«"■ 



SC'(l,a *)'=*ir, 



18.{ 



CS'(i,»,....,)'=^+lo.!2=«:!:+.*.!£^', 

scci,a ,).=^4.,5.üg|>=:+i05.fc^+i05.Ö^, • 

. +»45.!^, : 

_^190575.^-^!=^' +27027ft..(2^j^ 4-l«Ö136-i2^^, 



im r*'^*'*^*'*': jittii 



V 



Wird auch hierauf der Satz (5.) angewendet, so ergiebt sich 



• • 






«c(i,2,.,...,-i).=+ff-,o.<ä4r+«-^r/ 



14(1 *^ j6|i r*" iö|i 






i 
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Die in (14. und 18.) entwickelten Gleichungen, und aufserdem noch zwei 
unabhfingige Bildungs weisen ffir die Summen der Verbindungen , hat Kramp in 
seiner ^ Analyse d. refract. pg. 84 u. ff.'' mitgetheilt. Letztere sind von ge- 
ringer Brauchbarkeit, weil sie ffir jeden besondern Fall auch eine besondere 
Auflösung nöthig haben. Die in No. 14. bis 18. mitgetheilten Formeln haben bei 
höhern Classen sehr grofse Coefficienten nöthig ; wodurch sie selbst wieder un- 
brauchbar werden und in jedem Fall den in (3, 4, 8 und 9) mitgetheilten Aus- 
drficken, wie man sich leicht flberzeugt, nachstehen. Der Satz (5.) läfst sich 
auch noch auf die fibrigen in meiner Comb. Lehre gegebenen Formeln auf- 
wenden; und fiberhaupt auf die in den Schriften Anderer, wie in der Ana- 
lysis von Eylelwein n. a. , entwickelten , hieher gehörigen Darstellungen, wenn 
der Summen- Ausdruck fflr die Verbindiingen eine Function von q ist. In dem 
5ten Coäfficienten des Summen-Ausdrucks fflr die Verbindungen ohne Wieder- 
holungen zur 7ten Classe (65 = J/) ist in dem angefahrten Werke von Kramp 
ein Druckfehler stehen geblieben. Kramp hat die Summen-Ausdrflcke fflr die 
Verbindungen ohne Wiederholungen nur bis zur siebenten, und die ffir die Ver- 
bindungen mit Wiederholungen nur bis zur sechsten Classe mitgetheilt. Hier sind 
sie bis zur achten Classe gegeben. Man kann die Rechnung leicht fortsetzen, 
wird aber dabei, wie die vorstehenden Fälle zeigen, auf ganz ungewöhnlich 
grofse, der Unbeweglichkeit sich nähernde Zahlen geführt. 
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Nachtrag zu dem zweiten Abschnitte. 



§• 49. 
Zu $. 10 und 11. 

In einer Urne sind n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... » beseichnete 
Kugeln enthalten* Man nimmt p Kugeln einzeln heraus^ betrachtet die auf- 
geschriebenen Zahlen und legt die Kugeln in die Urne zurfick. Wie grofs ist 
die Wahrscheinlichkeit^, dafs wenigstens eine Kugel mit der auf ihr stehenden 
Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffen werde? 

Die Zahl der gfinstigen Fälle stimmt ^ wie leicht zu sehen, mit der 
Anzahl der Stellen-Elemente fiberein, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen aus n Elementen zur pten Classe bildet. Be- 
zeichnet man die Gruppen - Anzahl dieser Stellen -Elemente bei den Ver- 
setzungen mit Wiederholungen, nach Analogie der Stellen - Elemente bei den 
Versetzungen ohne Wiederholungen (Combinationslehre §. *43.), durch 

so wird ihre Gruppenzahl auf eine ähnliche Weise wie jene und zwar auf fol- 
gende Weise gefunden. 

Die Zahl der Gruppen, in welchen je ein Element auf der Stelle, 
welches seine Stellenzahl angiebt, erscheinen kann, ist p. Vor und nach ihm 
können alle Elemente in jeder möglichen Mischung aat p—1 Stellen erscheinen. 
Die hiedurch bedingte Gruppenzahl ist 

1 ^ • 

Diese Zählungsart fährt jedoch zu viele Gruppen auf; denn es trifft 
sich, dafs auflösende Gruppen unter zwei Elementen zugleich, also zweimal 
gezählt werden, während sie nur einmal gezählt werden sollten. Es müssen 
daher alle Gruppen ausgeschieden werden, in welchen die Stdlen- Elemente 
paarweise zusammentreten können. Ihre Zahl ist^ da keine Versetzungen 
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möglich sind, ^ .^~ * Vor und nach diesen Gruppen können alle Elemente, 
in jeder möglichen Mischung, auf p — 2 Stellen erscheinen. Die hiedurch 
bedingte und auszuscheidende Gruppenzahl ist also ^ ^^^ ^^^^ Fährt man 
in dieser Zfihlnngsweise durch allmäliges weiteres Ausscheiden fort, so ergiebt 
sich folgende Zahl gönstiger Gruppen: 

Die Reihe bricht ab, wenn ein Glied in abergeht. Diese Gruppenzahl läfst 
sich auch auf das Binomium zurückfahren und wie folgt darstellen: 

(2.) Sna,, a^,....a,Y = n^-W-pn^''^{p\nr''-{p),n^-\^ ...^] 

= »"— (n — ly = J{n-iy. 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn Nr. 1 oder 2 durch die 
Zahl aller möglichen Fälle n^ dividirt wird. Man erhält 

rq^ ^-P P(P-l) I P(P-iHp-2) PiP-iHP-iHp-3) I 

(^d.j M^ — — — i.2.w*^ 1.2.3.n» i.2.3.4.»* ^ 

Die Wahrscheinlichkeit wird um so gröfser, je gröfser n und p sind; 
denn (l — — T nähert sich in diesem Falle der Null mehr und mehr. In 
Nr. 3 kann höchstens > = n werdeq. Man kann daher fragen : wie viele 
Ziehungen sind nöthig, um bei einer bestimmten Zahl von Kugeln einen ge- 
wissen Grad der Wahrscheinlichkeit zu erhalten, dafs wenigstens eine Kugel 
mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffen werde? 
Zu dem Ende hat man x aus der Gleichung 



r 



zu entwickeln. Setzt man ir = — , so ist 



(4.) x = 



log(l-l) 



logg — \og(s — r) 
logn— log(w— 1) 



Der Grad der Wahrscheinlichkeit x ist abrigena, wie sich leicht erkennen 
Iftfst, in bestimmte Grenzen eingeschlossen. 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen 
Zahl in der Ziebongsreibe unter den oben angegebenen Bedingungen zusam- 

33» 
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mentreffen werde, ist 

yp.) W — k ^^ f 1.2.W* 1.2.3.«» « V ,!>' 

Zugleich ergiebt sich aus (5.) die Zahl der Gruppen bei den Ver- 
setzungen mit Wiederholungen, wo kein Element auf seiner Stelle erscheint. 
Sie isti 

(6.) S/'[0; Äx, «2, a„....«nF 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs in p Ziehungen gerade r Kugeln (nicht mehr und nicht weniger) mit 
der aufgeschriebenen Zahl zusammentreffen werden? 

Die Zahl der Gruppen, in welchen gerade r Elemente zugleich an 

ihrer Stelle erscheinen, ist P<P~ ^j^"" ^ yP—^'v ) , ^ufgep diesen dfirfen 

auf den übrigen {p — r) Stellen keine Stellen-Elenfente vorkommen. Um die 
Zahl der gänstigen Fälle zu finden, mufs in (6.) p—r statt p gesetzt und 
der gefundene Ausdruck mit {p)^ verbunden werden. Dann ist die fragliche 
Gruppenzahl: 
(7.) Snr; «., «,,.... «.]" = P(P-i)(p-2)..;.(^y-r+l) (^_^y. 

und die gesuchte Wahrscheinlichkeit 

(8.) w = y(P-i)..;-(;>-r+i) / j _ i_Y^ 

^ ^ 1.2.... rn^ \ n^ 

Die Bedingungen sind wie oben. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, 
dafs wenigstens r Kugßln mit den aufgeschriebenen Zahlen in der Ziehungs- 
reihe zusammentreffen werden? 

Die Zahl der gfinstigen Fälle ergiebt. sich, wenn man aus (7.) die Zahl 

der Gruppen nimmt, in welchen gerade r, r-fl, r-fS, p Elemente an 

ihrer Stelle . erscheinen. Man erhält sie, wenn in (7.) aUmälig r, r-fl, 
r-f2, .... p statt r gesetzt wird. Demnach ist 

Sflr, r + l, r+2, .... pf «i, 02, a^^ .... a^f 
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Ordnet man diese DarsteUnng nach den Potenzen von n, so ergiebt sieh 

u. s. w. 

Die Zahl der günstigen Fille läfst sich daher aach so ' darstellen : 

(9.) Se[r, r+1, r-{-2, ....p; a„ <i„ . . . . a,Y 

Die gesachte Wahrscheinlichkeit ist demnach 

— (P)rri (A>-'-)>- I (p-r)(y-r-<)r (^-r)(p-r-l)(p-V-2)r . .1 
"" n' L* (r+l)HT 1.2(r+2)w* l.a.3(r+3)f»* " J 

Setzt man in (10.) 9-\-\ statt r, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafs höchstens 
« Kugeln mit den ihnen anfgeschriebenen Zahlen fibereinstimmen werden, 

no «, — 1 <P)'+»ri (p~*-i)(»+<) 1 (p-»-t)(p-»-2)(«+i) 1 

(11.) w—\-—^-\\ ^jxäjii + 1.2(«4-ä)n* J 



1 — 



(;») 



«+i 



n*+» 



(# + l)/x'(l-^y'"W 



Die ^Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r and höchstens # Kugeln (also r, 
r^\^ r'\'2^ .... 9) mit den auf ihnen stehenden Zahlen in der Ziehungs*- 
reihe zosammentreffen werden, ergiebt sich^ wenn man #-f ^ ^^ C^^O ^^^^^ 
nnd das Resultat von (10.) abzieht. Sie ist 



(12.) «, = £l5:=l%j£z2±l)/^-(l_-£)6;r 

^ ^ 1.2. ...(r — i)n^ J ^ n^ 



p{p—i)....(p—s) r^.r. ±y^'f)^ 



In einer Urne befinden sich m Kugel -Arten, von welchen jede n, 

mit den Zahlen 1,2,3, n bezeichnete Kugeln enthalt p Kugeln werden 

einzeln heraus genommen und nach der Ziehung in die Urne zurückgelegt. 
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Wie grors ist die Watirscheinlichkeil, dafs wenigslens eine Kugel mit der aof 
ihr geschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe zusammentreffe? 

Man sieht leicht, dafs die Zahl der günstigen Ffilie mit den Gruppen 
der Stelien-Elemente zusammenfällt, welche entstehen, wenn man die Ver- 
setzungen mit Wiederholungen zur pXen Classe aus m Elementenreihen auf- 
stellt. Die Gruppenzahl lAfst sich ganz auf die oben zu Nr. 1. angegebene 
Weise finden, wenn man erwägt, dafs die auflösenden Gruppen jeweils so 
viel mal mehr vorkommen werden, als die mit einerlei Stellenzahlen bezeich- 
neten Elemente aus den verschiedenen Elementenreiben Versetzungen mit Wie- 
derholungen zu der erforderlichen Classe (m^, fn\ m% . . . .) geben können. 
Diesem zufolge ist die Zahl der Stellen-Elemente (gönstige Gruppen-Anzahl} 

(13.) S/'[öl9 «2^ •••• Ä/.; *1^ *2^ K\ ^n ^29 •••• ^n? •••• »^i , Wj,.... »•„]'' 

= {^mny—{tnn — my = mP[nP — (n—l)P] = mPJ(n—iy. 
Ffir die gesuchte Wahrscheinlichkeit- ergiebt sich, wenn durch (mit)'' die Zahl 
aller möglichen Fälle dividirt wird: 
fiA^ ..— P ;i(/>-l) , pip-iHp-2) p(y-i)(y-2)(p-3) 

« 

Bleibt man bei dem eben bezeichneten Entwicklungsgange, so lassen sich 
leicht die nachstehenden Fragen beantworten. 

Die Bedingungen sind wie vorhin. Wie grofs ist die Wahrscheinlich- 
keit, dafs keine Kugel mit der aufgeschriebenen Zahl in der Ziehungsreihe 
zusammentreffen werde? 

Die Wahrscheinlichkeit, dcfs gferade r, nicht mehr und nicht wenifer, mit der 
aafgeschriebenen Zahl xnsammentreffen werden, ist 

Die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens r Kugeln auf ihrer Stelle erscheinen 
werden, ist 

07.) «-= ^[(^)r(i-4-r+(/)..i(i--^r"+(/'u.(i-^r'+---] 

(p)r f^ (p—'r)r ■ (t}—r)(p—r~i)r ' {p—r)(p~-r—i)(p~r—2)r , 1 

~ »r L* (r+l)M T" 1.2.(r-|-2)M« 1.2.3.(r+3)M» ''*"J 



f • • 



1.2 — (r— l)/r y x ny 



mP(ii— l)'^'" 



259 

Man sieht ans der Vergleiehang von (8. nod H.)? (^* und 15.)) (8- and 1&), 
(10. und 17.)) dalb die vorgelegten Fragen, obgleich von wesentlich ver- 
schiedenen Bedingungen ausgehend, doch zn einerlei Resnltat führen. 

An die bisher aufgestellten Gleichungen hnfipfl sich die Beantwortung 
folgender Probleme ans der Combinationslehre. 

Werden die Versetzungen mit Wiederholungen aus den Elementenreihen 

zur ;9ten Glasse gebildet, so ist die Zahl der Gruppen, in welchen kein Stellen- 
Element erscheint, 

■ 

und diejenige, worin gerade r Stellen - Elemente erscheinen, 

(19.) Sl'[r'^ öl, «2, a„; *i, Jj, *„; .... »»i, Wj, M„y 

P(p—i) (p—rj- i) 

1 .!».•.. r 

ferner diejenige, worin wenigstcfns r Stellen -Elemente erscheinen, 

(20.) jS<'[r, r-f 1, ....;i; ai, «s)-*.* ^n; ^19^29 *«; »t|, iwj,....«!'^]'' 

= (;.).m''[iiP--(;»-r)?^4-(/,-r),?^-(/,-r)3^^ + -...]. 

In jeder von k Urnen sind n mit den Zahlen 1, 2, 3, .... n bezeichnete 
Kugeln enthalten. Man zieht allmälig alle Kugeln aus jeder Urne. Wie grofs 
ist die Wahrscheinlichkeit, dafs wenigstens eine Kugel in der Ziehungsreihe 
mit der darauf geschriebenen Zahl zusammentreffe? 

Das fragliche Ereignifs kann entweder hei dem Ziehen der Kugeln 
aus der ersten Urne, öder, wenn es nicht geschieht, bei dem Ziehen aus der 
zweiten, dritten etc. eintreffen. Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit des 
Zutreffens nach (2. §. 10.) durch 

and die entgegengesetzte durch 11^2 ^^1 — u^i, so ergiebt sich für die fragliche 
Wahrscheinlichkeit : 

(21.) W = ll>i-{-M^2t^i + *^*^lH"^^iH~ ""^i'^Wi = »1 — 3^ 

= Wi-^ = i—Wi. 

1 — le?. 
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Dies Namiicbe gilt auch ffir den Fall, wenn in jeder Urne m Arten von Ku- 
geln enthalten sind, welche die genannten Zahlen zur Aufschrift haben. Die 
Werthe von Wi und W2 sind dann aus (2. §. 11.) einzuführen. 

Die Bedingungen sind wie vorhin. Man zieht aus jeder Urne gleich- 
zeitig eine Kugel, ohne die gezogene Kugel in die Urne zurflckzulegen , und 
fahrt so fort, bis p Kugeln aus jeder Urne gezogen sind. Wie grofs ist die 
Wahrscheinlichkeit, dafs alle, gleichzeitig in einer Ziehung erscheinenden Ku- 
geln die nämliche Zahl haben, und dafs diese Zahl mit der Ordnungszahl in 
der Ziehungsreihe zusammentreffe? 

Die Zahl der gOnstigen Fälle findet sich ganz nach der zu Nr. 1. an- 
gegebenen Schlufsweise. ' Das gleichzeitige Zusammentreffen von je k gleich- 
bezeichnelen Kugeln aus allen Urnen vermehrt die Zahl der gOnstigen Fälle 
nicht. Es giebt immer nur eine Art, wie Dies geschehen kann. Demnach 
giebt es p günstige Fälle, die sich mit den Versetzungen ohne Wiederholun- 
gen auf den ^übrigen Stellen verbinden können. Die hiedurch bedingte Grup- 
penzahl ist />[(n— 1)(« — 2) . . .• (n — Ä-fl)]*. Hievon sind nun diejenigen 
Gruppen auszusondern, in welchen das Zusammentreffen paarweise Statt findet. 
Sie sind 

£if^[(«-2)(n-3)....(n-^+l)]* 

u. s. w. Die Fortsetzung dieser Schlüsse giebt folgende Zahl der günstigen 
Gruppen : 

22. iS^'[«,, «1, . . . . «„; 61,62,... .&„; .... Ar,, Äj,. ... AJ'^''»'^—* 

= p [(» -ir"-']* - (/').[(« - 2r"-^* -f ip), [(« - 3r"-']* 

Wird [n(n — 1) . . . . (n — f»-f 1)]* darch die Zahl aller möglichen Fälle dividirt, 
so ergiebt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit, und man erhält 

23 P ^ P(p—i) I P(p—^){p—^) 



• . . • 



24. M> — ^i_i i.2rw(«— 1)1*-»+ 1.2.3r»»(M— 1)(»— 2)1*-» 



^ ~ n" 1.2[«(n— 1)]* T 1.2.3[«(»— !)(»— 2)]* 
Werden alle Kugeln aus jeder Urne gezogen, so ist 

1 1 , i_ 

[„(„_l)]*-i T 1.2.3[»»(M— 1)(»— 2)]' 

« 

Die nämliche Frage läfst sich stellen, wenn in jeder Urne mehrere 
gleich bezeichnete, Kugel-Arten (m) vorhanden sind und p Kugeln einzeln und 
gleichzeitig ans jeder Urne gezogen werden, ohne dafs man die gezogene 
Kugel in die Urne zurücklegt. Die Zahl der günstigen Fälle wird durch 
die gleiche Schlufsweise, wie vorhin, gefunden ; wobei jedoch zu bemerken ist, 



1. 



• 



• • • • 
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dafs die Zahl der aaflösenden Gruppen zunimmt, indem in jeder Urne m Kugel-^ 
Arten vorhanden sind, von denen jede die entsprechenden Elemente liefert. 
Die Zahl der gflnstigen Gruppen ist 

.25. A = p fii* [(«1 h — 1 )p-M-»]» — ( p\ m^* [(im» — 2)"-'»-*]* 

+ (/^)3 ^^'* [mh — 3)P-^i-*]* • • 

I FQr die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, durch Dividiren mit [(mn)'''"^]^, 

! 26 tr — P P(P-*)>»^* I p{p-iHp-2),m^' 

[ ^^' ^ ,,* 1.2[mw(mn— 1)P ' 1.2.3[mw(mw— l)(ii»w— 2)]* " 

Werden unter den nämlichen Bedingungen aus k Urnen, von welchen 
jede n, mit den Zahlen 1, 2, 3, .... » bezeichnete Kugeln enthält, je p Ku- 
geln einzeln und gleichzeitig gezogen, wird stets die gezogene Kugel in die 
Urne zurückgelegt, und fragt man, wie grofs die Wahrscheinlichkeit sei, dafs 
wenigstens einmal alle gleichzeitig gezogenen Kugeln die gleiche , mit der 
Ziehungsreihe äbereinstimmende Zahl zeigen, so findet sich für die dem Er- 
eignifs günstige Gruppenzahl: 

= »p*_ [i|P*_/iii^''-*>*+ (p)2«^'^* ] = nP* — (n* — l)'». 

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergiebt sich, wenn man durch n^^ dividirt, 
and ist 

Sind in jeder Urne tn verschiedene, mit 1, 2, 3, .... it bezeichnete Kugel- 
arten enthalten, wird unter den angegebenen Bedingungen je eine Kugel aus 
jeder Urne gezogen und Dies p mal wiederholt, so ist die Zahl der günsti- 
gen Fälle: 

29. A = pm^ (»•w)<^*>* — (/?), iw'*(iiin)^^^>* + {p)^ iw^*(f#in)^^>* - 

= {mn/^— [{mny^ — pm\mn)^^^^-\'(p)2m'^(mn)^-''^^ ....] 
— (iwn)^* — mP*(n*— ly'. 

Die geenchle Wahrscheinlichkeit ist, nach den gehörigen Reductionen, 

30. «,= l~(l-l)''. 



• • . 



